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ABSTRACT 

The main aim of this paper is to study the unfair game model. 

It is described by a random walk in one dimension. In this 

model, there exists a law of large number and the random walk 

converges in probability to a constant. All results are here 

proved by the method of moment which was introduced in 

(Billingsley, 1995). 

TÓM TẮT 

Mục tiêu chính của bài báo là nghiên cứu mô hình trò chơi 

không công bằng. Nó được mô tả bởi bước đi ngẫu nhiên trong 

không gian một chiều. Trong mô hình này tồn tại một luật số 

lớn và bước đi ngẫu nhiên hội tụ theo xác suất đến một hằng 

số. Tất cả kết quả ở đây đều được chứng minh bởi phương pháp 

moment được giới thiệu trong (Billingsley, 1995). 

1. GIỚI THIỆU 

Trong lý thuyết xác suất, luật số số lớn chỉ ra 

rằng: khi ta chọn ngẫu nhiên một mẫu trong quần 

thể mà kích thước mẫu càng lớn thì các đặc trưng 

của mẫu càng “gần” với các đặc trưng của tổng thể. 

Trong thực tế, ta thấy rằng nhận định này cũng đúng 

trong rất nhiều lĩnh vực từ sinh học, nông nghiệp, 

kinh tế xã hội cho đến khoa học công nghệ. Đặc biệt, 

lý thuyết trò chơi với nhiều may rủi cũng cho ta 

nhiều kết quả liên quan đến luật số lớn.  

Giả sử một trò chơi có hai người chơi là A và B 

thi đấu với nhau với 3 khả năng thắng, hòa và thua. 

Nếu xác suất thắng bằng xác suất thua thì ta gọi là 

trò chơi công bằng, còn ngược lại xác suất thắng và 

thua khác nhau thì gọi là trò chơi không công bằng. 

Chẳng hạn xét trò chơi tung 1 đồng xu: ông A thắng 

1 đồng nếu đồng xu ra mặt sấp và thua 1 đồng nếu 

đồng xu ra mặt ngửa. Đây là mô hình trò chơi công 

bằng và ta biết rằng trung bình mỗi lần chơi thì 

người chơi hòa vốn. Kết quả này đã được chứng 

minh trong bài báo (Lâm Hoàng Chương và Dương 

Thị Bé Ba, 2017). Do đó, trong phạm vi bài báo này 

chúng ta tập trung nghiên cứu mô hình của một trò 

chơi của hai đối thủ. Ta xét trò chơi tung 1 con xúc 

xắc rất đơn giản: ông A thắng 1 đồng nếu xúc xắc ra 

mặt 2 chấm hoặc 4 chấm, hòa nếu xúc xắc ra mặt lẻ 

và thua 1 đồng nếu xúc xắc ra mặt 6 chấm. Đây còn 

được là mô hình trò chơi không công bằng được mô 

tả về mặt toán học như sau: ông A có số vốn ban đầu 

là x  đồng và sau mỗi ván chơi thì 

 thắng 1 đồng với xác suất 1/3, 

 hòa vốn với xác suất 1/2, 

 thua 1 đồng với xác suất 1/6. 

Gọi X n  (đồng) là số tiền của ông A sau ván thứ 

( 0)n n   và không mất tính tổng quát ta giả sử 
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00X   là số vốn ban đầu của người chơi. Khi đó 

tập giá trị của X n  là tập số nguyên .  Đây là mô 

hình bước đi ngẫu nhiên không cân bằng trên không 

gian trạng thái một chiều có cường độ dịch chuyển 

sang phải hoặc sang trái 1 đơn vị hoặc không dịch 

chuyển là khác nhau. Trường hợp xác suất thắng và 

thua như nhau thì đó là mô hình của bước đi ngẫu 

nhiên cân bằng. Các xác suất chuyển của bước đi 

ngẫu nhiên tại vị trí bất kỳ k  ở thời điểm 

0n   được cho bởi các biểu thức sau: 

{ 1 | } 1 / 3,1X k X knn        

{ | } 1 / 2,1X k X knn   
  

 

{ 1 | } 1 / 6.1X k X knn    
 

Toán tử Markov P  tương ứng với bước đi ngẫu 

nhiên trên là f Pf  được xác định bởi  

( ) ( ) | , 01Pf X f X X nn nn      

trong đó, f  là hàm đo được, bị chặn trên không 

gian trạng thái của bước đi ngẫu nhiên là tập số 

nguyên . . Bằng các tính toán liên quan kỳ vọng có 

điều kiện, với mô hình của bước đi đang xét, ta luôn 

có 

 
1

( ) ( 1) 3 ( ) 2 ( 1
6

) .Pf k f k f k f k      

Các tài liệu (Norris, 1998) và (Ross, 2010) trình 

bày khá chi tiết các tính chất của bước đi ngẫu nhiên 

trong không gian một chiều. 

Thời gian gần đây, Lâm Hoàng Chương và ctv. 

(2017) đã đưa ra mô hình bước đi ngẫu nhiên chỉ có 

dịch chuyển sang phải (thắng) 1 đơn vị với xác suất 

/ ( )    và sang trái (thua) 1 đơn vị với xác suất 

với xác suất / ( )    là khác nhau. Khi đó một 

dạng của luật số lớn được chỉ ra đó là  

,
Xn

G
P

n

 







  

khi .n    Trong biểu thức trên, 
P  

ký hiệu cho hội tụ theo xác suất của các biến ngẫu 

nhiên. Ở đó các tác giả đã xấp xỉ các moment bậc 

1, 2k   của X n  để có giới hạn hội tụ đến các hằng 

số 
2

, .G G   

Như vậy mô hình trong bài báo chúng ta đang 

xét tổng quát hơn trong Lâm Hoàng Chương và ctv. 

(2017) và ngoài ra các moment bậc 1, 2k   của X n  

sẽ được tính ra kết quả cụ thể mà không cần thông 

qua việc dùng phương pháp xấp xỉ. Ta cũng có một 

dạng của luật số lớn trong mô hình trò chơi không 

công bằng (thắng – hòa – thua) như sau: 

Định lý 1.1 Cho ( ) 0Xn n
 là bước đi ngẫu nhiên 

không cân bằng như trên. Khi đó ta có 

 

khi .n    

Cấu trúc của bài báo được sắp xếp như sau. Mục 

2 trình bày phương pháp chứng minh được sử dụng 

trong bài báo. Chứng minh chi tiết Định lý 1.1 được 

đưa ra ở Mục 3. Cuối cùng là phần kết luận vấn đề 

ở Mục 4. 

2. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU 

Một trong những phương pháp dùng để nghiên 

cứu luật số lớn được sử dụng rộng rãi thời gian gần 

đây là phương pháp moment. Theo đó, để chứng 

minh sự hội tụ của các biến ngẫu nhiên theo xác suất 

đến một hằng số, ta chứng minh sự hội tụ của dãy 

các moment của biến ngẫu nhiên đó. Pafnuty 

Chebyshev là người đầu tiên đã đề xuất phương 

pháp này trong nghiên cứu của ông để chứng minh 

định lý giới hạn trung tâm (Billingsley, 1995). 

Phương pháp này tiếp tục được phát triển trong 

nghiên cứu sự hội tụ của bước đi ngẫu nhiên trong 

môi trường ngẫu nhiên ở các công trình của 

(Depauw & Derrien 2009) và (Lam, 2014). Phương 

pháp moment áp dụng cho luật số lớn trong bài báo 

này được phát biểu dưới dạng hệ quả như sau 

Định lý 2.1 (Billingsley, 1995) Cho ( ) 1Zn n  là 

các biến ngẫu nhiên cùng xác định trên một không 

gian xác suất và a  là một hằng số. Nếu 

 lim nn
Z a


 và   2

li
2

m Z a
n n 


 thì nZ  hội 

tụ theo xác suất đến a  khi .n     

Trong phần tiếp theo, ta sẽ vận dụng định lý 2.1 

cho /Z X nn n  và hằng số 1/ 6.a  Khi đó ta cần 

chỉ ra rằng 

1
lim ,

6

Xn
E

n n




 
 
 

và
2

1
lim .

6

2
Xn

E
n n




    
    

    

 

3. KẾT QUẢ THỰC HIỆN 

Ta chia bài toán làm 2 trường hợp cho moment 

bậc 1 và moment bậc 2 của / .X nn  Theo Lâm 
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Hoàng Chương và ctv. (2017), các moment này chỉ 

tính xấp xỉ và lấy giới hạn khi .n    Ở đây chúng 

ta sẽ đưa ra biểu thức tính cụ thể cho các giá trị này, 

từ đó dễ dàng lấy giới hạn khi .n    Khi đó định 

lý 1.1 hoàn toàn được chứng minh nhờ áp dụng 

phương pháp moment như đã giới thiệu trong Định 

lý 2.1. 

Đầu tiên, ta xét trường hợp moment bậc 1 của 

/ .X nn  Ta giải phương trình Poisson tương ứng với 

toán tử Markov P  của quá trình đã cho. Đây là một 

dạng phương trình vi phân tuyến tính của ( )1f m  xác 

định trên tập số nguyên  nên nó có thể được giải 

bằng cách đệ quy theo biến .m  Sau đó, dựa vào 

tính chất nghiệm tìm được và kết hợp kỳ vọng có 

điều kiện để có kết quả mong muốn. 

Mệnh đề 3.1 Moment bậc 1 của bước đi ngẫu 

nhiên đã cho là 

 
1

.
6

E X nn   Từ đó, ta có  
1

lim .
6

Xn

n n
E 



 
 
 

 

Chứng minh. Phương trình Poisson với  I  là toán 

tử đồng nhất 

( ) 1,1

(0) 0

)

1

(P I f mm

f

  







 

luôn có nghiệm. Thật vậy, từ phương trình 

( ) 11( )I f mP                           (3.1) 

dẫn đến 

2[ ( 1) ( )] [ ( ) ( 1)] 6.1 1 1 1f m f m f m f m       

Chia hai vế cho 2  ta được biểu thức tương đương 

1
[ ( 1) ( )] [ ( ) ( 1)] 3.1 1 1 1

2
f m f m f m f m       

Đệ quy theo , 1, ...,m m    ta được 

1 1
( ) ( 1) 3. 1 ... 6.1 1 2

2 2
f m f m      

 
  

 

Nếu 1m   thì tiếp tục đệ quy theo 

1, 2,...,1m m   và kết hợp giả thiết (0) 01f   ta 

được 

( ) 6 .1f m m  

Nếu 1m    thì đệ quy theo , 1, ..., 1m m   ta 

cũng được kết quả tương tự. Như vậy          

 ( ) 6 ,1f m m m         (3.2) 

là một nghiệm của phương trình (3.1). Mặt khác, 

thế m bởi X n  trong biểu thức (3.1) rồi lấy kỳ vọng 

ta được 

( )] [ ( )] 1, 0.1 1[ 1X E f X nnE nf    
 

Trong biểu thức trên ta có sử dụng kết quả 

 ( ) | ] = [ ( )]1 1 1 1[ f X X E f Xnn nE E    được áp dụng 

từ tính chất kỳ vọng có điều kiện 

 | ] = [[ ]E E X Y E X  với mọi biến ngẫu nhiên X  và 

.Y  Tiếp theo đệ quy theo , 1, ..., 0n n  ta được 

[ ( )] , 0.1E f X n nn           (3.3) 

Cuối cùng, kết hợp (3.2) và (3.3) ta được 

[ ( )] [6 ]= , 0.1E f X E X n nn n    

Từ đó ta có kết luận của Mệnh đề 3.1. □ 

Đối với trường hợp moment bậc 2 thì ta cũng 

thực hiện các bước tương tự như moment bậc 1. Tuy 

nhiên, trong phương trình Poisson ta sử dụng lại 

nghiệm ( )1f m  đã tìm được làm tham số. Khi đó 

nghiệm ( )2f m  được xây dựng dựa trên nghiệm 

( )1f m  nên nó cũng có các tính chất của ( )1f m  Cụ 

thể, ta có mệnh đề sau: 

Mệnh đề 3.2 Moment bậc 2 của bước đi ngẫu 

nhiên đã cho là 

  1 12

36
.

72

36
n nE Xn   

Từ đó ta có 

2
1

lim .
36

n

n

X
E

n




  
  
   

 

Chứng minh. Phương trình Poisson với  I  là toán 

tử đồng nhất 

( ) ( )( ) ,2 1

(0) 02

P f mf mmI

f

  







 

luôn có nghiệm. Thật vậy, từ phương trình 

( )( ( ) 62 1)P I f fm m m           (3.4) 

dẫn đến 
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2[ ( 1) ( )] [ ( ) ( 1)] 36 .2 2 2 2f m f m f m f m m       

Chia hai vế cho 2 ta được biểu thức tương đương 

1
[ ( 1) ( )] [ ( ) ( 1)] 18 .2 2 2 2

2
f m f m f m f m m       

Đệ quy theo , 1, ...,m m    ta được 

( ) ( 1)1 1

1 1
18. 1( 1) ( 2) ( 3) ...

2 4

1
18 ( ( 1)) .

0 2

f m f m

m m m

m iii

 

      


  


 
  

 
  

 

Ta phân tích biểu thức trong dấu ngoặc cuối 

cùng thành hai chuỗi số là chuỗi 

1
2 ,

0 2
m mii


 


 

và chuỗi thứ hai 

1 1
( 1) 4.

20 2 (1 1 / 2)
iii


   
 

 

Từ đó ta được 

( ) ( 1) 36 72.2 2f m f m m     

Nếu 1m   thì tiếp tục đệ quy theo 

1, 2,...,1m m   và kết hợp giả thiết (0) 02f   ta 

được 

2
( ) 18 ( 1) 72 18 54 .2f m m m m m m      

Nếu 1m    thì đệ quy theo , 1, ..., 1m m   ta 

cũng được kết quả tương tự. Như vậy          

2
( ) 18 54 ,2f m m m m          (3.5) 

là một nghiệm của phương trình (3.4). Mặt khác, 

thế m bởi X n  trong biểu thức (3.4) rồi lấy kỳ vọng 

ta được 

( )] [ ( )] , 0.2 1 2[ X E f X n nnnE f    
 

Trong kết quả trên, ta có sử dụng kết quả 

 ( ) | ] = [ ( )]2 1 2 1[ f X X E f Xnn nE E    được áp 

dụng từ tính chất kỳ vọng có điều kiện 

 | ] = [[ ]E E X Y E X  với mọi biến ngẫu nhiên X và  

Y. Tiếp theo đệ quy theo , 1, ..., 0n n   ta được 

   
( 1)

[ ( )] , 1.2
2

n n
E f X nn


                  (3.6) 

Cuối cùng, kết hợp (3.5) và (3.6) ta được 

( 1)2
[ ( )] [18 54 ]= , 0.2

2

n n
E f X E X X nn n n


     

Sử dụng kết quả ở Mệnh đề 3.1 ta có 

1 ( 1) 1 172 2
[ ]= 9 , 0.

18 2 36 36

n n
E X n n n nn


    

 
  

 

Kết quả được viết lại như sau 

2
1 17

= , 1.
36 36

Xn
E n

n n
  

  
  
   

 

Từ đó ta có kết luận của Mệnh đề 3.2. □ 

Chú ý 3.3 Nếu ta đặt 

2
1 1

( )
6 36

X Xn n
d n E E

n n
   

    
    

     

 

thì ta có tốc độ hội tụ trong Định lý 1.1 là 

1
( ) .d n O

n


 
 
 

 

4. KẾT LUẬN 

Bài báo đã chứng minh sự tồn tại một dạng của 

luật số lớn cho mô hình trò chơi không công bằng 

thông qua việc sử dụng phương pháp moment. 

Ngoài ra, điểm mấu chốt trong bài toán này ở chỗ ta 

có thể giải được phương trình Poisson tương ứng với 

toán tử Markov P . Từ đó có thể tính được moment 

của biến ngẫu nhiên một cách chi tiết và ngắn gọn 

hơn rất nhiều so với việc dùng phương pháp xấp xỉ. 

Ngoài ra, chúng ta có thể tính được các moment có 

bậc cao hơn. Chúng tôi kỳ vọng phương pháp này 

có thể được áp dụng cho các bài toán khác có liên 

quan. 
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