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ABSTRACT 

In this paper, a new cone is introduced and the convexity of strongly 

efficient solution sets to vector optimization problems via this cone is also 

discussed. Firstly, a mixed-ordered cone based on the positive Orthant 

cone, the Lorentz cone, and the Lexicographic cone is proposed. Then, the 

properties of the above cone and the relationships between it and others 

cones are observed. Finally, existence conditions and the convexity of the 

solution set to the vector optimization problem are formulated. 

TÓM TẮT 

Trong bài báo này, một nón mới được giới thiệu và tính lồi của tập nghiệm 

hữu hiệu mạnh của một bài toán tối ưu vector thông qua nón mới này cũng 

được thảo luận. Đầu tiên, một nón thứ tự kết hợp dựa trên nón Orthant 

dương, nón Lorentz và nón từ điển được giới thiệu. Sau đó, các tính chất 

của nón này và mối quan hệ giữa nó với các nón khác được khảo sát. Cuối 

cùng, điều kiện tồn tại và tính lồi của tập nghiệm của bài toán tối ưu vector 

dựa trên nón mới được thiết lập. 

1. GIỚI THIỆU 

Lý thuyết tối ưu hóa là một trong những công cụ 

quan trọng để nghiên cứu kinh tế, kỹ thuật và các 

lĩnh vực khác. Nói chung, các bài toán tối ưu hóa 

được xác định bởi min
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥) hoặc max
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥), trong 

đó 𝑓 là một hàm có giá trị thực trên một tập khác 

rỗng 𝑋. Nếu 𝑓 là một hàm có giá trị vector thì nó 

được gọi là "tối ưu hóa đa mục tiêu" hoặc "tối ưu 

hóa vector" (Luc, 1989; Ehrgott, 2005). Các chủ đề 

chính nghiên cứu về bài toán tối ưu vector bao gồm 

sự tồn tại nghiệm (Sawaragi et al., 1985; Sergienko 

et al., 2000; Kim et al., 2019), tính ổn định nghiệm 

(Tanino, 1988; Lucchetti & Miglierina, 2004; Peng 

et al., 2018), tính chất nghiệm (Helbig, 1990; 

Hirschberger, 2005; Peng et al., 2019; Anh et al., 

2022), sự đặt chỉnh (Bednarczuk, 1987; Huang et 

al., 2006; Lalitha, 2014), điều kiện tối ưu và thuật 

toán (Bazaraa et al., 1993; Ehrgott, 2005; Ustun et 

al., 2021).  

Cấu trúc một nón thứ tự đóng vai trò quan trọng 

trong nghiên cứu bài toán tối ưu đa mục tiêu. Trong 

không gian ℝ𝑛, một nón được sử dụng nhiều nhất là 

ℝ+
𝑛 , nón này đưa ra các tiêu chí rất chặt và không dễ 

để các vấn đề thực tế trong cuộc sống đạt được. Một 

trong những nón mà có nhiều ứng dụng trong các 

trường hợp thực tế và dành được nhiều sự quan tâm 

của các nhà toán học trong thời gian gần đây là nón 

Lorentz trong không gian ℝ𝑛. Các bài toán có liên 
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quan đến tối ưu theo nón Lorentz đã được tập trung 

nghiên cứu (Fang et al., 2009; Dong et al., 2012; 

Pedro & Alberto, 2012; Wu & Chen, 2012; Anh & 

Danh, 2016; Chang et al., 2018; Bueno et al., 2021). 

Đối với mục đích ứng dụng, một nón khác cũng 

được xem xét, là nón từ điển (Anh et al., 2014, 2016; 

Anh & Duy, 2018; Bianchi et al., 2010; Konnov, 

2003). Thật không may, hầu hết các kết quả hiện có 

cho các loại bài toán vector tổng quát liên quan đến 

tối ưu hóa không thể áp dụng cho các bài toán liên 

quan đến nón từ điển vì nón này không đóng cũng 

không mở. 

Từ những quan sát trên, bài báo này trình bày 

một nón mới, nón này có liên quan mật thiết với ba 

nón vừa được đề cập ở phần trên. Hơn nữa, các tính 

chất đẹp của nón này cũng được nghiên cứu. Cuối 

cùng, áp dụng các kết quả đạt được vào bài toán tối 

ưu vector ứng với nón vừa đề xuất như là một ứng 

dụng minh họa.  

Bài báo có cấu trúc như sau: Mục 2 trình bày các 

khái niệm và tính chất của nón Lorentz, nón từ điển, 

đồng thời cũng đề cập đến các khái niệm và tính chất 

của ánh xạ liên tục và ánh xạ lồi. Trong Mục 3, một 

nón thứ tự kết hợp được đề xuất và các tính chất của 

nó được thiết lập. Hơn nữa, mối quan hệ của nón này 

và các nón Lorentz, nón từ điển cũng được xây 

dựng.  Mục 4 xét bài toán tối ưu vector theo nón 

mới, thiết lập điều kiện đủ cho sự tồn tại nghiệm và 

tính lồi của tập nghiệm đối với bài toán dạng này. 

Mục 5 đưa ra các nhận xét về kết quả đạt được và 

một số định hướng nghiên cứu phát triển từ các kết 

quả chính của bài báo. 

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

Mục này nhắc lại các khái niệm và tính chất 

được sử dụng trong các phần tiếp theo. Cho 𝐶 là tập 

con khác rỗng của ℝ𝑛. 

Định nghĩa 2.1. Cho 𝒗 = (𝒗𝟏, 𝒗𝟐, . . . , 𝒗𝒏) ∈
ℝ𝑛, khi đó chuẩn Euclide của 𝒗 được định nghĩa 

như sau: 

‖𝒗‖ = √𝑣1
2 + 𝑣2

2 +⋯+ 𝑣𝑛
2 . 

Định nghĩa 2.2. Cho 𝒗, 𝒖 ∈ ℝ𝑛, khoảng cách 

Euclide giữa 𝒗 và 𝒖 chính là chuẩn ‖𝒗 − 𝒖‖. 

Định nghĩa 2.3. Với 𝒙𝟎 ∈ ℝ
𝑛 và 𝑟 > 0, tập hợp 

𝐵(𝒙𝟎, 𝑟) = {𝒙 ∈ ℝ
𝑛: ‖𝒙 − 𝒙𝟎‖ < 𝑟} được gọi là 

quả cầu mở tâm 𝒙𝟎, bán kính 𝑟. 

Định nghĩa 2.4. Tập hợp 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 được gọi là 

lân cận của 𝒙𝟎 ∈ ℝ
𝑛 nếu  

∃𝑟 > 0, 𝐵(𝒙𝟎, 𝑟) ⊂ 𝑈. 

Định nghĩa 2.5. Tập hợp 𝐺 ⊂ ℝ𝑛 được gọi là 

tập mở nếu nó là lân cận của mọi điểm thuộc nó, tức 

là với mọi 𝒙𝟎 ∈ 𝐺, tồn tại 𝑟 > 0 sao cho 𝐵(𝒙𝟎, 𝑟) ⊂
𝐺. 

Định nghĩa 2.6. Tập hợp 𝐺 ⊂ ℝ𝑛 được gọi là 

tập đóng nếu ℝ𝑛\𝐺 là tập mở. 

Định nghĩa 2.7. Phần trong của tập hợp 𝐴 ⊂
ℝ𝑛, ký hiệu là int(𝐴) là tập mở lớn nhất (theo nghĩa 

tập hợp) chứa trong 𝐴. 

Định nghĩa 2.8. Bao đóng của tập hợp 𝐴 ⊂ ℝ𝑛, 

ký hiệu là cl(𝐴) là tập đóng nhỏ nhất (theo nghĩa tập 

hợp) chứa 𝐴. 

Định nghĩa 2.9. Tập 𝐴 ⊂ ℝ𝑛 được gọi là tập lồi 

nếu với mọi 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝐴 và 𝑡 ∈ [0,1], ta có: 

𝑡𝒙𝟏 + (1 − 𝑡)𝒙𝟐 ∈ 𝐴. 

Định nghĩa 2.10. (Jahn, 2009) Tập 𝐶 được gọi 

là nón nếu với mọi 𝒙 ∈ 𝐶 và 𝜆 ∈ ℝ, 𝜆 ≥ 0 thì ta luôn 

có 𝜆𝒙 ∈ 𝐶. 

Định nghĩa 2.11. 

(a) Nón 𝐶 được gọi là rắn nếu nó có phần trong 

khác rỗng, tức là int𝐶 ≠ ∅. 

(b) Nón 𝐶 được gọi là lồi nếu nó là tập lồi. 

(c) Nón 𝐶 được gọi là đóng nếu nó là tập đóng. 

Định nghĩa 2.12. Nón Orthant không âm trong 

không gian ℝ𝑛, ký hiệu là ℝ+
𝑛  được định nghĩa là: 

ℝ+
𝑛 = {𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ

𝑛: 𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 𝑛}. 

Định nghĩa 2.13. Nón từ điển (Lexicographic 

Cones) trong không gian ℝ𝑛, ký hiệu là 𝒞𝑙𝑒𝑥
𝑛  được 

định nghĩa như sau: 

𝒞𝑙𝑒𝑥
𝑛 = {𝟎} ∪ {𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ

𝑛:  

         ∃𝑖 = 1, 𝑛, 𝑥𝑖 > 0, 𝑥𝑗 = 0, 𝑗 = 𝑖 + 1, 𝑛}. 

Ví dụ 2.1. Trong không gian ℝ3, ta xác định 

được nón từ điển: 

𝒞𝑙𝑒𝑥
3 = {(0,0,0)} ∪ {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑧 > 0} ∪

{(𝑥, 𝑦, 0): 𝑦 > 0} ∪ {(𝑥, 0,0): 𝑥 > 0}. 
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Hình 1. Nón từ điển trong không gian ℝ𝟑  

Định nghĩa 2.14. Nón Lorentz trong không gian 

ℝ𝑛 được xác định như sau: 

𝒞𝑙𝑜𝑟
𝑛 = {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ

𝑛: 𝑥𝑛

≥ √𝑥1
2 ++𝑥2

2 +⋯+ 𝑥𝑛−1
2  }. 

Ví dụ 2.2. Trong không gian ℝ3, tập 

𝒞𝑙𝑜𝑟
3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 𝑧 ≥ √𝑥2 + 𝑦2} 

là nón Lorentz. 

 

Hình 2. Nón Lorentz trong không gian ℝ𝟑 

Định nghĩa 2.15. (Luc, 1989) Cho hàm thực mở 

rộng 𝜑:ℝ𝑚 → ℝ∪ {+∞}. 

(a) 𝜑 được gọi là nửa liên tục trên (usc) tại 𝒙𝟎 ∈
ℝ𝑚 nếu với mọi {𝒙𝒏} ⊆ ℝ

𝑚, 𝒙𝒏 → 𝒙𝟎 thì  

𝜑(𝒙𝟎) ≥ lim sup𝜑(𝒙𝒏). 

(b) 𝜑 được gọi là nửa liên tục dưới (lsc) tại 𝒙𝟎 ∈
ℝ𝑚 nếu với mọi {𝒙𝒏} ⊆ ℝ

𝑚, 𝒙𝒏 → 𝒙𝟎 thì  

𝜑(𝒙𝟎) ≤ lim inf𝜑(𝒙𝒏). 

(c) 𝜑 được gọi là liên tục tại  𝒙𝟎 ∈ ℝ
𝑚 nếu 𝜑 vừa 

là usc và lsc tại 𝒙𝟎. 

Nhận xét 2.1. Hàm 𝜑 được gọi là nửa liên tục 

dưới tại 𝒙𝟎 ∈ ℝ
𝑚 khi với mọi số thực 𝑦 < 𝜑(𝒙𝟎), 

tồn tại lân cận 𝒰 của 𝒙𝟎 sao cho 𝑦 < 𝜑(𝒙) với mọi 

𝒙 ∈ 𝒰, hay với mọi 𝜀 > 0 thì ta luôn tìm được một 

lân cận 𝒰 của 𝒙𝟎 sao cho 𝜑(𝒙𝟎) − 𝜀 ≤
𝜑(𝒙) với mọi 𝒙 ∈ 𝒰 (Bourbaki 1987; Anh et al., 

2019). 

Trong phần còn lại của mục này, chúng ta giả sử 

rằng 𝐶 là nón trong ℝ𝑛. Các khái niệm nửa liên tục 

của hàm vô hướng được mở rộng cho hàm vector 

trong không gian ℝ𝑛 như sau. 

Định nghĩa 2.16. (Luc, 1989) Hàm 𝑔:ℝ𝑚 → ℝ𝑛 

được gọi là 

(a) 𝐶-nửa liên tục dưới (𝐶-lsc) tại 𝒙𝟎 ∈ ℝ
𝑚 nếu 

với mọi lân cận 𝒱 của 𝑔(𝒙𝟎), tồn tại một lân cận 𝒰 

của 𝒙𝟎 sao cho 𝑔(𝒙) ∈ 𝒱 + 𝐶, với mọi 𝒙 ∈ 𝒰; 

(b) C-nửa liên tục trên (𝐶-usc) tại 𝒙𝟎 ∈ ℝ
𝑚 nếu 

−𝑔 là 𝐶-lsc tại 𝒙𝟎; 

(c) 𝐶-liên tục tại 𝒙𝟎 ∈ ℝ
𝑚 nếu nó vừa 𝐶-usc và 

𝐶-lsc tại 𝒙𝟎. 

Cho 𝑔:ℝ𝑚 → ℝ𝑛 và 𝜶 ∈ ℝ𝑛. Chúng ta xem xét 

tập 𝜶-mức dưới của hàm 𝑔 như sau:  

𝑙𝑒𝑣𝜶𝑔 = {𝒙 ∈ ℝ
𝑛: 𝑔(𝒙) ∈ 𝜶 − 𝐶}. 

Định nghĩa 2.17. (Anh et al., 2022) Cho 𝒳 là 

một tập con khác rỗng của ℝ𝑚.  Ánh xạ 𝑔 được gọi 

là 

(a) 𝐶-nửa giả liên tục dưới (𝐶-plsc) trên 𝒳 nếu 

𝑙𝑒𝑣𝜶𝑔 là đóng với mọi 𝜶 ∈ 𝑔(𝒳); 

(b) 𝐶-nửa giả liên tục trên (𝐶-pusc) trên 𝒳 nếu 

−𝑔 là 𝐶-plsc trên 𝒳; 

(c) 𝐶-giả liên tục trên 𝒳 nếu nó là 𝐶-pusc và 𝐶-

plsc trên 𝒳. 

Nhận xét 2.2. Từ Định nghĩa 2.15 suy ra rằng 𝑔 

là 𝐶-lsc tại 𝒙𝟎 ∈ ℝ
𝑛 nếu và chỉ nếu tập 𝑙𝑒𝑣𝑔(𝒙𝟎)𝑔 là 

đóng. Vì vậy, nếu 𝑔 là 𝐶-lsc tại 𝒙𝟎 ∈ ℝ
𝑛 thì nó cũng 

là 𝐶-plsc trên {𝒙𝟎}. 

Tương tự khái niệm liên tục, các khái niệm lồi 

của hàm vô hướng cũng được mở rộng cho hàm 

vector trong không gian sắp thứ tự theo nón như sau. 

Định nghĩa 2.18. Cho 𝒳 là một tập con khác 

rỗng và lồi trong ℝ𝑚. Hàm 𝑔: ℝ𝑚 → ℝ𝑛 được gọi 

là 

(a) 𝐶-lồi trên 𝒳 nếu với mọi 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝒳, 𝑡 ∈
[0,1], 
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𝑔((1 − 𝑡)𝒙𝟏 + 𝑡𝒙𝟐) ∈ (1 − 𝑡)𝑔(𝒙𝟏) +

𝑡𝑔(𝒙𝟐) − 𝐶; 

(b) 𝐶-tựa lồi tự nhiên trên 𝒳 nếu với 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝒳 

và với mỗi 𝑡 ∈ [0,1] thì tồn tại 𝑠 ∈ [0,1] sao cho 

𝑔((1 − 𝑡)𝒙𝟏 + 𝑡𝒙𝟐) ∈ (1 − 𝑠)𝑔(𝒙𝟏) + 𝑠𝑔(𝒙𝟐) − 𝐶; 

(c) 𝐶-tựa lồi trên 𝒳 nếu với tất cả 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝒳, 

𝜶 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 ∈ [0,1], 

[𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑙𝑒𝑣𝜶𝑔] ⇒ [(1 − 𝑡)𝒙𝟏 + 𝑡𝒙𝟐 ∈ 𝑙𝑒𝑣𝜶𝑔]. 

Nhận xét 2.3. Mọi hàm 𝐶-lồi là 𝐶-tựa lồi tự 

nhiên. 

Nhận xét 2.4. Nếu 𝐶 là nón lồi thì mọi hàm 𝐶-

tựa lồi tự nhiên là 𝐶-tựa lồi. Thật vậy, giả sử 𝑔 là 

hàm 𝐶-lồi trên 𝒳 và 𝜶 ∈ ℝ𝑛. Với mọi 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈
𝑙𝑒𝑣𝜶𝑔, nghĩa là 

{
𝑔(𝒙𝟏) ∈ 𝜶 − 𝐶,

𝑔(𝒙𝟐) ∈ 𝜶 − 𝐶.
  

Khi đó, tồn tại 𝒄𝟏, 𝒄𝟐 ∈ 𝐶 sao cho 

{
𝑔(𝒙𝟏) = 𝜶 − 𝒄𝟏,

𝑔(𝒙𝟐) = 𝜶 − 𝒄𝟐.
 

Suy ra, với mọi 𝑡 ∈ [0,1] thì biểu thức sau đúng: 

(1 − 𝑡)𝑔(𝒙𝟏) + 𝑡𝑔(𝒙𝟐)

= (1 − 𝑡)(𝜶 − 𝒄𝟏) + 𝑡(𝜶 − 𝒄𝟐)

= 𝜶 − ((1 − 𝑡)𝒄𝟏 + 𝑡𝒄𝟐). 

Vì 𝐶 là lồi nên 

(1 − 𝑡)𝑔(𝒙𝟏) + 𝑡𝑔(𝒙𝟐) ∈ 𝜶 − 𝐶, 

với mọi 𝑡 ∈ [0,1]. Điều này dẫn đến 

(1 − 𝑡)𝑔(𝒙𝟏) + 𝑡𝑔(𝒙𝟐) − 𝐶 ∈ 𝜶 − 𝐶, 

với mọi 𝑡 ∈ [0,1]. 

Mặt khác, do 𝑔 là 𝐶-tựa lồi tự nhiên trên 𝒳 nên 

với mỗi 𝑡 ∈ [0,1], luôn tồn tại 𝑠 ∈ [0,1] sao cho 

𝑔((1 − 𝑡)𝒙𝟏 + 𝑡𝒙𝟐) ∈ (1 − 𝑠)𝑔(𝒙𝟏) + 𝑠𝑔(𝒙𝟐) − 𝐶. 

Khi đó, 

𝑔((1 − 𝑡)𝒙𝟏 + 𝑡𝒙𝟐) ∈ 𝜶 − 𝐶. 

Tương đương, 

(1 − 𝑡)𝒙𝟏 + 𝑡𝒙𝟐 ∈ 𝑙𝑒𝑣𝜶𝑔. 

Vì vậy, 𝑔 là 𝐶-tựa lồi trên 𝒳.   

Nhận xét 2.5. Trong trường hợp 𝐶 là một nón 

không lồi thì Mệnh đề 2.1 là không đúng. Điều này 

được minh họa bởi ví dụ sau. 

Ví dụ 2.3. Cho 𝐶 = {(𝑥, 0): 𝑥 ≥ 0} ∪
{(0, 𝑦): 𝑦 ≥ 0},𝒳 = ℝ, xét hàm 𝑓:ℝ → ℝ2 được 

xác định bởi  

𝑓(𝑥) = (𝑥, 𝑥 + 1). 

Với mọi 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳, 𝑡 ∈ [0,1],  

𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) = 

((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2, (1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2 + 1)

∈ (1 − 𝑡)𝑓(𝑥1 ) + 𝑡𝑓(𝑥2) − 𝐶 

Nên 𝑓 là hàm 𝐶-lồi trên 𝒳, do đó 𝑓 là hàm 𝐶-lồi 

tự nhiên 𝒳. Thế nhưng, nếu chọn 𝜶 = (4,3), 𝑥 =

2, 𝑦 = 4, 𝑡 =
1

2
 thì ta có được 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑙𝑒𝑣𝜶𝑓 nhưng 

(1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦 = (3,4) ∉ 𝑙𝑒𝑣𝜶𝑓 nên 𝑓 không là 𝐶-

tựa lồi trên 𝒳. 

3. NÓN THỨ TỰ KẾT HỢP  

Như đã được đề cập trong lời nói đầu, phần tiếp 

theo dành để đề xuất một nón mới. 

Xét tập 𝒦𝑛 ⊂ ℝ𝑛 được xác định bởi: 

𝒦𝑛 = ℝ+
𝑛 ∪ {(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ

𝑛: ∃𝑖 = 1, 𝑛: 𝑥𝑖 >

0, 𝑥𝑖 ≥ √∑ 𝑥𝑘
2𝑖−1

𝑘=1 , 𝑥𝑘 = 0, 𝑘 = 𝑖 + 1, 𝑛}. 

Mệnh đề 3.1. 𝒦𝑛 là một nón trong không gian 

ℝ𝑛.  

Chứng minh 

Với mọi 𝒙 ∈ 𝒦𝑛 và ∈ ℝ , 𝜆 ≥ 0. 

Nếu 𝜆 = 𝟎 thì 𝜆𝒙 ∈ 𝒦𝑛. 

Nếu 𝜆 ≠ 𝟎 thì các trường hợp sau được xem xét: 

Trường hợp 1: Nếu 𝒙 có các thành phần đều 

không âm, hay 

𝑥𝑖 ≥ 0, với mọi i = 1, n 

thì 

𝜆𝒙 ∈ ℝ+
𝑛 ⊂ 𝒦𝑛. 

Trường hợp 2: Nếu 𝒙 có ít nhất một thành phần 

âm, khi đó, từ sự xác định của 𝒦𝑛, tồn tại 𝑖 ∈
{1, … , 𝑛} sao cho: 

𝑥𝑖 > 0, 𝑥𝑖 ≥ √∑ 𝑥𝑘
2 𝑖−1

𝑘=1 , 𝑥𝑘 = 0, 𝑘 = 𝑖 + 1, 𝑛. 
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Suy ra, 

𝜆𝑥𝑖 > 0, 𝜆𝑥𝑖 ≥ √∑(𝜆𝑥𝑘)
2

𝑖−1

𝑘=1

, 𝜆𝑥𝑘 = 0,  

với mọi  𝑘 = 𝑖 + 1, 𝑛. Do đó, 𝜆𝒙 ∈ 𝒦𝑛. 

Vậy 𝒦𝑛 là một nón trong không gian ℝ𝑛.  ∎ 

Định nghĩa 3.1. Tập 𝒦𝑛 được xây dựng như 

trên được gọi là nón thứ tự kết hợp. 

Ví dụ 3.1. Trong mặt phẳng ℝ2, tập  

𝒦2 = ℝ+
2 ∪ {(𝑥, 𝑦): 𝑦 > 0, 𝑦 ≥ |𝑥|} ∪ {(𝑥, 0): 𝑥 > 0}  

là nón thứ tự kết hợp.  

 

Hình 3. Nón thứ tự kết hợp trong mặt phẳng ℝ𝟐 

Ví dụ 3.2. Trong không gian ℝ3, tập 𝒦3 =

ℝ+
3 ∪ {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑧 > 0, 𝑧 ≥ √𝑥2 + 𝑦2} ∪

{(𝑥, 𝑦, 0): 𝑦 ≥ |𝑥|} ∪ {(𝑥, 0,0): 𝑥 > 0} là nón thứ tự 

kết hợp. 

 

Hình 4. Nón thứ tự kết hợp trong không gian ℝ𝟑 

Nhận xét 3.1. (a) Bằng cách kiểm tra trực tiếp  

ta thấy 𝒦𝑛 là nón lồi với 𝑛 ≤ 2 và không lồi với 

𝑛 > 2.   

(b) Trong thời gian gần đây, xuất phát từ các tình 

huống thực tế nên đã có nhiều công trình khảo sát 

các mô hình tối ưu vector với nón thứ tự có phần 

trong bằng rỗng, và đề xuất nhiều khái niệm liên 

quan đến trội, tính lồi và tính đơn điệu cho các hàm 

vector được cho trong các không gian này (xem Bao 

& Tammer (2019), Gutiérrez et al. (2021), 

Khoshkhabar-Amiranloo & Khorram (2016), Tuyen 

(2016)). Tất nhiên, các nón có phần trong bằng rỗng 

hầu như là không lồi, do đó phần tiếp theo trong bài 

báo này chúng tôi sẽ nghiên cứu các mô hình tối ưu 

được sắp thứ tự bởi 𝒦𝑛 mà không cần giả thiết 𝑛 ≤
2 hoặc làm việc trên bao lồi của chúng. 

Mệnh đề 3.2. 𝒦𝑛 là hợp của 𝑛 + 1 nón lồi. 

Chứng minh 

Ta xét 

𝐵𝑖 = {𝟎} ∪

{
 

 
(𝑥1, … , 𝑥𝑛): 𝑥𝑖 > 0, 𝑥𝑖 ≥ √∑𝑥𝑘

2

𝑖−1

𝑘=1

,

𝑥𝑘 = 0, 𝑘 = 𝑖 + 1, 𝑛

}
 

 

, 

với mọi 𝑖 = 1, 𝑛. Dễ thấy  

𝒦𝑛 = ℝ+
𝑛 ∪ (⋃𝐵𝑖

𝑛

𝑖=1

). 

Với mọi 𝑖 = 1, 𝑛, 𝐵𝑖 là nón. 

Lấy một vector bất kỳ 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ) ∈ 𝐵𝑖 
và với mọi 𝜆 ∈ ℝ, 𝜆 ≥ 0. 

Nếu 𝜆 = 𝟎 thì 𝜆𝒙 ∈ 𝐵𝑖. 

Nếu 𝜆 ≠ 𝟎 thì  

{
 
 

 
 𝑥𝑘 = 0, 𝑥𝑖 > 0, 𝑘 = 𝑖 + 1, 𝑛,

𝑥𝑖 > √∑𝑥𝑘
2

𝑖−1

𝑘=1

.
 

Suy ra, 

{
 
 

 
 𝜆𝑥𝑘 = 0, 𝜆𝑥𝑖 > 0, 𝑘 = 𝑖 + 1, 𝑛,

𝜆𝑥𝑖 > √∑(𝜆𝑥𝑘)
2

𝑖−1

𝑘=1

.
 

Do đó, 𝜆𝒙 ∈ 𝐵𝑖. 

Vậy 𝐵𝑖 là nón với mọi 𝑖 = 1, 𝑛. 

Với mọi 𝑖 = 1, 𝑛, 𝐵𝑖 là tập lồi. 
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Với mọi 𝒙, 𝒚 ∈ 𝐵𝑖 và 𝑡 ∈ [0,1], giả sử 

𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 𝒚 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛), xét 

điểm 

𝑡𝒙 + (1 − 𝑡)𝒚 = (𝑡𝑥1 + (1 − 𝑡)𝑦1, 𝑡𝑥2 + (1 −
𝑡)𝑦2, … , 𝑡𝑥𝑛 + (1 − 𝑡)𝑦𝑛).  

Nếu 𝒙 = 𝟎 thì (1 − 𝑡)𝒚 ∈ 𝐵𝑖 (Do 𝐵𝑖 là nón). 

Nếu 𝒚 = 𝟎 thì 𝑡𝒙 ∈ 𝐵𝑖 (Do 𝐵𝑖 là nón). 

Nếu 𝒙 ≠ 𝟎 và 𝒚 ≠ 𝟎, khi đó: 

{
 
 

 
 𝑥𝑘 = 𝑦𝑘 = 0, 𝑥𝑖 > 0, 𝑦𝑖 > 0, 𝑘 = 𝑖 + 1, 𝑛

𝑥𝑖 ≥ √∑𝑥𝑘
2

𝑖−1

𝑘=1

, 𝑦𝑖 ≥ √∑𝑦𝑘
2

𝑖−1

𝑘=1

.
 

Suy ra, 

           {
𝑡𝑥𝑘 + (1 − 𝑡)𝑦𝑘 = 0, 𝑘 = 𝑖 + 1, 𝑛,

𝑡𝑥𝑖 + (1 − 𝑡)𝑦𝑖 > 0.
      (3.1) 

Mặt khác, áp dụng bất đẳng thức Minkowski,  

𝑡𝑥𝑖 + (1 − 𝑡)𝑦𝑖 ≥ 𝑡√∑𝑥𝑘
2

𝑖−1

𝑘=1

+ (1 − 𝑡)√∑𝑦𝑘
2

𝑖−1

𝑘=1

  

= √∑(𝑡𝑥𝑘)
2

𝑖−1

𝑘=1

+√∑((1 − 𝑡)𝑦𝑘)
2

𝑖−1

𝑘=1

≥ √∑(𝑡𝑥𝑘 + (1 − 𝑡)𝑦𝑘)
2

𝑖−1

𝑘=1

. (3.2) 

Từ (3.1) và (3.2), suy ra 

𝑡𝒙 + (1 − 𝑡)𝒚 ∈ 𝐵𝑖 . 

Vậy, 𝐵𝑖 là tập lồi với 𝑖 = 1, 𝑛.  ∎ 

Mệnh đề 3.3. 𝒦𝑛 là một nón đóng. 

Chứng minh 

Áp dụng Mệnh đề 3.2, ta có: 

𝒦𝑛 = ℝ+
𝑛 ∪ (⋃𝐵𝑖

𝑛

𝑖=1

), 

trong đó, ℝ+
𝑛  là nón đóng và 𝐵𝑖 là nón với 𝑖 =

1, 𝑛, nên ta chỉ cần chứng minh 𝐵𝑖 là tập đóng với 

𝑖 = 1, 𝑛. 

Với mọi dãy {𝒙𝑘} ⊂ 𝐵𝑖 mà 𝒙𝑘 → 𝒙∗ ∈ ℝ𝑛, ta 

chứng minh 𝒙∗ ∈ 𝐵𝑖. 

Vì 𝒙𝑘 → 𝒙∗ nên 𝑥𝑗
𝑘 → 𝑥𝑗

∗ với 𝑗 = 1, 𝑛. 

Mà 𝑥𝑗
𝑘 = 0 với 𝑗 = 𝑖 + 1, 𝑛. 

Suy ra, 

                𝑥𝑗
∗ = 0 với 𝑗 = 𝑖 + 1, 𝑛.  (3.3) 

Ta cũng có 𝑥𝑖
𝑘 > 0 với mọi 𝑘, do đó  

                               𝑥𝑖
∗ > 0.  (3.4) 

Mặt khác, 

𝑥𝑖
𝑘 ≥ √∑(𝑥𝑗

𝑘)
2

𝑖−1

𝑗=1

. 

Lấy giới hạn hai vế, ta được: 

                            𝑥𝑖
∗ ≥ √∑ (𝑥𝑗

∗)
2𝑖−1

𝑗=1 . (3.5) 

Từ (3.3), (3.4) và (3.5) , ta được: 

𝒙∗ ∈ 𝐵𝑖 . 

Kéo theo, 𝐵𝑖 là tập đóng với 𝑖 = 1, 𝑛. 

Vậy 𝒦𝑛 là một nón đóng.  ∎ 

Mệnh đề 3.4. Trong không gian ℝ𝑛, 

𝒞𝑙𝑜𝑟
𝑛 ⊂ 𝒦𝑛 ⊂ 𝒞𝑙𝑒𝑥

𝑛 . 

Chứng minh 

Với mọi 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝒞𝑙𝑜𝑟
𝑛 , ta có: 

𝑥𝑛 ≥ √𝑥1
2 + 𝑥2

2 +⋯+ 𝑥𝑛−1
2  ≥ 0  

Nếu 𝑥𝑛 = 0 thì ta suy ra 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ =
𝑥𝑛−1 = 0 hay 𝒙 = 𝟎. Suy ra, 𝒙 ∈ 𝒦𝑛. 

Nếu 𝑥𝑛 > 0 thì cùng với bất đẳng thức 

 𝑥𝑛 ≥ √𝑥1
2 + 𝑥2

2 +⋯+ 𝑥𝑛−1
2  ta suy ra 

𝒙 ∈ 𝐵𝑛 ⊂ 𝒦
𝑛. 

Vậy, 𝒞𝑙𝑜𝑟
𝑛 ⊂ 𝒦𝑛. 

Với mọi 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝒦
𝑛: 

*Nếu 𝑥 ∈ ℝ+
𝑛  thì suy ra được 𝑥 ∈ 𝒞𝑙𝑒𝑥

𝑛 . 

*Nếu 𝑥 ∉ ℝ+
𝑛  thì theo định nghĩa của nón, tồn tại 

𝑖 = 1, 𝑛  sao cho: 
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𝑥𝑖 > 0, 𝑥𝑖 ≥ √∑𝑥𝑘
2

𝑖−1

𝑘=1

, 𝑥𝑘 = 0, 𝑘 = 𝑖 + 1, 𝑛 . 

Do đó, 𝑥 ∈ 𝒞𝑙𝑒𝑥
𝑛 . 

Từ cả hai trường hợp, ta kết luận được 𝑥 ∈ 𝒞𝑙𝑒𝑥
𝑛  

với mọi 𝑥 ∈ 𝒦𝑛. 

Vậy, 𝒦𝑛 ⊂ 𝒞𝑙𝑒𝑥
𝑛 . ∎ 

Để kết thúc mục này chúng ta xét các điểm tối 

ưu của một tập con không rỗng của ℝ𝑛 thông qua 

nón 𝒦𝑛, các kết quả này là nền tảng để xem xét các 

dạng nghiệm hữu hiệu được xem xét ở mục tiếp 

theo.  

Cho 𝐴 ⊂ ℝ𝑛 là một tập con khác rỗng và 𝑎 ∈ 𝐴. 

Khi đó, 𝑎 được gọi là điểm cực tiểu (cực tiểu mạnh) 

của 𝐴 nếu và chỉ nếu 

(𝑎 − 𝒦𝑛) ∩ 𝐴 = {𝑎} 

((𝑎 +𝒦𝑛) ∩ 𝐴 = 𝐴, tương ứng). 

Điểm 𝑎 được gọi là điểm cực đại (cực đại mạnh) 

của 𝐴 nếu vè chỉ nếu 

(𝑎 + 𝒦𝑛) ∩ 𝐴 = {𝑎} 

((𝑎 −𝒦𝑛) ∩ 𝐴 = 𝐴, tương ứng). 

Ví dụ 3.3. Trong ℝ2, cho 𝐴 = {(1,3), (4,1),
(2,2)}. Khi đó đối với nón thứ tự 𝒦2, tập các điểm 

cực tiểu và cực tiểu mạnh của 𝐴 là tập rỗng, vì độ 

lệch của giá trị thứ hai chưa đủ mức ý nghĩa để đánh 

giá là lớn hơn (hoặc nhỏ hơn) giá trị đang được so 

sánh. 

Ví dụ 3.4. Trong ℝ3, cho tập 𝐴 = {(7,8,7),
(7,9,5), (6,7,9) }. Khi đó, đối với nón thứ tự 𝒦3, 

điểm (6,7,9) là điểm cực đại (và cũng là điểm cực 

đại mạnh) của tập 𝐴. 

4. BÀI TOÁN TỐI ƯU VECTOR 

Xét bài toán tối ưu vector như sau: 

(VOP)        min
𝒙∈𝒳

𝑓(𝑥) 

trong đó 𝑓:ℝ𝑚 → ℝ𝑛 là một hàm vector và 𝒳 là 

một tập con không rỗng của ℝ𝑚. 

Định nghĩa 4.1. Một phần tử 𝒙𝟎 ∈ 𝒳 được gọi 

là  

(a) nghiệm hữu hiệu của bài toán (VOP), ký hiệu 

là 𝒙𝟎 ∈ 𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓) nếu 𝑓(𝑥0) là điểm cực tiểu của 

𝑓(𝒳); 

(b) nghiệm hữu hiệu mạnh của bài toán (VOP), 

ký hiệu là 𝒙𝟎 ∈ 𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓) nếu 𝑓(𝑥0) là điểm cực 

tiểu mạnh của 𝑓(𝒳). 

Định nghĩa 4.2. (Định nghĩa 2.19, Ansari et al., 

2018) Một hàm vector 𝑓: ℝ𝑚 → ℝ𝑛 được gọi là 𝒦𝑛-
hướng xuống trên 𝒳 nếu với bất kỳ 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝒳, tồn 

tại 𝒙𝟎 ∈ 𝒳 sao cho  

𝑓(𝒙𝟎) ∈ 𝑓(𝒙𝟏) − 𝒦
𝑛 và 𝑓(𝒙𝟎) ∈ 𝑓(𝒙𝟐) −𝒦

𝑛. 

Bây giờ, chúng ta xem xét điều kiện tồn tại 

nghiệm cho bài toán (VOP). 

Định lý 4.1. Cho 𝒳 là một tập con không rỗng, 

compact trong ℝ𝑚. Giả sử rằng 𝑓 là 𝒦𝑛-hướng 

xuống đồng thời là 𝒦𝑛-nửa giả liên tục dưới  

trên 𝒳. Khi đó, tập 𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓) khác rỗng. 

Chứng minh 

Với mỗi ∈ 𝒳 , ta xem xét tập sau:  

ℒ(𝒛) = {𝒛 ∈ 𝒳: 𝑓(𝒛) ∈ 𝑓(𝒛) −𝒦𝑛}. 

Khi đó, 𝒛 ∈ ℒ(𝒛), và do đó ℒ(𝒛) khác rỗng. Vì 

𝒳 là đóng và 𝑓 là 𝒦𝑛-nửa giả liên tục dưới trên 𝒳 

nên tập ℒ(𝒛) = 𝑙𝑒𝑣𝑓(𝒛)𝑓 ∩ 𝒳 là đóng. Ta sẽ chỉ ra 

rằng  

                          ⋂ℒ(𝒛) 

𝒛∈𝒳

≠ ∅.                     (4.1) 

Lấy {𝒛𝟏, 𝒛𝟐, … , 𝒛𝒌} là một tập con hữu hạn của 

𝒳. Vì 𝑓 là 𝒦𝑛-hướng xuống nên tồn tại 𝒛𝟎 ∈ 𝒳  

sao cho 

𝑓(𝒛𝟎) ∈ 𝑓(𝒛𝒊) − 𝒦
𝑛, 𝑖 = 1, 𝑘. 

Hệ quả là, 𝒛𝟎 ∈ ℒ(𝒛𝒊) với mọi 𝑖 = 1, 𝑘, và  

⋂ℒ(𝒛𝒊)

𝑘

𝑖=1

≠ ∅. 

Vì 𝑘 là bất kỳ, 𝒳 là tập compact, và với mỗi 

vector 𝒙 ∈ 𝒳, ℒ(𝒙) là tập con đóng của 𝒳 nên (4.1) 

được suy ra từ Định lý 4.2.2 trong Pervin (2014). 

Lấy tùy ý một vector 𝒙𝟎 ∈ ⋂ ℒ(𝒛),𝒛∈𝒳  ta được 

𝑓(𝒙𝟎) ∈ 𝑓(𝒛) −𝒦
𝑛, ∀𝒛 ∈ 𝒳. 

Vì vậy, 𝒙𝟎 là một phần tử của 𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓). Hay 

tập 𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓) khác rỗng. ∎ 

Nhận xét 4.1. Trong Ansari et al., 2018, dựa vào 

điều kiện nửa liên tục của hàm mục tiêu, tác giả đã 

thiết lập được sự tồn tại của nghiệm hữu hiệu cho 

bài toán tối ưu vector được cho trong không gian 

được sắp thứ tự bởi nón lồi đóng có đỉnh (xem Định 

lý 3.12). Như đã đề cập ở mục trước, nón 𝐾𝑛 nói 
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chung không lồi, và hơn nữa trong định lý trên, điều 

kiện nửa liên tục đã được giảm nhẹ bằng điều kiện 

giả nửa liên tục, nên cách tiếp cận và kết quả đạt 

được trong Định lý 4.1 là khác so với các kết quả 

trong công trình vừa được đề cập ở trên. 

Chúng ta thiết lập các điều kiện lồi cho tập 

nghiệm hữu hiệu mạnh của bài toán tối ưu vector 

bằng cách tiếp cận trực tiếp. 

Định lý 4.2. Cho 𝒳 là một tập con lồi không 

rỗng và compact của ℝ𝑚. Giả sử rằng 

(i) 𝑓 là 𝒦𝑛-nửa giả liên tục dưới trên 𝒳; 

(ii) 𝑓 là 𝒦𝑛-hướng xuống trên 𝒳; 

(iii) với mỗi 𝑧 ∈  𝒳, tập {𝑥 ∈ 𝒳: 𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥) ∈
𝒦𝑛} là   lồi. 

Khi đó, 𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓) là lồi. 

Chứng minh 

Áp dụng Định lý 4.1, tập 𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓) không 

rỗng. Lấy 𝒛𝟏, 𝒛𝟐 ∈ 𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓) tùy ý. Vì 

𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓) = ⋂ ℒ(𝒛)𝒛∈𝒳  nên với mọi 𝒛 ∈ 𝒳, 

𝑓(𝒛𝟏) ∈ 𝑓(𝒛) − 𝒦
𝑛 và 𝑓(𝒛𝟐) ∈ 𝑓(𝒛) −𝒦

𝑛. 

Mặt khác, vì (iii)  nên với mọi 𝑡 ∈ [0,1], ta được 

𝑓((1 − 𝑡)𝒛𝟏 + 𝑡𝒛𝟐) ∈ 𝑓(𝒛) −𝒦
𝑛. 

Tương đương,  

(1 − 𝑡)𝒛𝟏 + 𝑡𝒛𝟐 ∈ 𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓). 

Vậy, 𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓) là lồi. ∎ 

Ví dụ 4.1. Cho 𝒳 = [−1,1], và 𝑓:ℝ → ℝ2 được 

định nghĩa như sau: 

𝑓(𝑥) =  {
(𝑥, 𝑥), nếu 𝑥 > 0,

(0,0), nếu 𝑥 ≤ 0.
 

Rõ ràng, 𝑓 liên tục trên ℝ. Mặt khác, với mọi 

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳, thì ta được (0,0) ∈ 𝑓(𝑥1) −𝒦
2 và 

(0,0) ∈ 𝑓(𝑥2) −𝒦
2. Khi đó, đặt 𝑥0 = 0, ta được 

𝑓(𝑥0) ∈ 𝑓(𝑥1) − 𝒦
2 và 𝑓(𝑥0) ∈ 𝑓(𝑥2) −𝒦

2. Vì 

vậy, ta suy ra được 𝑓 là 𝒦2-hướng xuống trên 𝒳. 

Hơn nữa, với mọi 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳, 𝛼 ∈ ℝ
2, 𝑡 ∈ [0,1], giả 

sử rằng 

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥1) ∈ 𝒦
2 và 𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥2) ∈ 𝒦

2. 

Nếu 𝑥1 ≤ 0 và 𝑥2 ≤ 0 thì ta được: 

{
𝑓(𝑥1) = (0,0) ∈ 𝛼 −𝒦

2,

𝑓(𝑥2) = (0,0) ∈ 𝛼 −𝒦
2 .

 

Suy ra, 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) = (0,0) ∈ 𝛼 −𝒦
2. 

Nếu 𝑥1 > 0 và 𝑥2 > 0, thì ta được: 

{
𝑓(𝑥1) = (𝑥1, 𝑥1) ∈ 𝛼 −𝒦

2,

𝑓(𝑥2) = (𝑥2, 𝑥2) ∈ 𝛼 −𝒦
2 .

 

Do đó, 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) = ((1 − 𝑡)𝑥1 +

𝑡𝑥2, (1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) = (1 − 𝑡)𝑓(𝑥1) + 𝑡𝑓(𝑥2) ∈ 𝛼 −

𝒦2 (Do 𝒦2 là nón lồi). 

Nếu 𝑥1, 𝑥2 có một số lớn hơn 0, một số nhỏ hơn 

hoặc bằng 0, không mất tính tổng quát, ta giả sử 

𝑥1 > 0 và 𝑥2 ≤ 0, thì ta được: 

{
𝑓(𝑥1) = (𝑥1, 𝑥1) ∈ 𝛼 −𝒦

2,

𝑓(𝑥2) = (0,0) ∈ 𝛼 −𝒦
2 .

 

Ta xét hai trường hợp sau: 

Trường hợp 1: (1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2 > 0. Ta được: 

𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) = ((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2, (1 −

𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) = (1 − 𝑡)𝑓(𝑥1) + 𝑡(𝑥2, 𝑥2) ∈ 𝛼 −

  𝒦2  vì 𝒦2 là nón lồi. 

Trường hợp 2: (1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2 ≤ 0. Suy ra,  

𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) = (0,0) ∈ 𝛼 −𝒦
2. 

Do đó,  

(1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2 ∈ 𝑙𝑒𝑣𝛼𝑓 . 

Vì thế, tập {𝑥 ∈ 𝒳: 𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥) ∈ 𝒦2} là lồi. 

Áp dụng Định lý 4.2, ta được 𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓) là lồi. 

Mặt khác, bằng cách sử dụng Định nghĩa 4.1, ta 

có thể chỉ ra rằng 𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓) = [−1,0] là tập lồi.   

Ví dụ 4.2. Trong không gian ℝ3, ta xét 

 𝐵1 = {(𝑥, 0,0): 𝑥 > 0},  

 𝐵2 = {(𝑥, 𝑦, 0): 𝑦 > 0, 𝑦 ≥ |𝑥|},  

 𝐵3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑧 > 0, 𝑧 ≥ √𝑥2 + 𝑦2}.  

Khi đó, 𝒦3 = ℝ+
3 ∪ 𝐵1 ∪ 𝐵2 ∪ 𝐵3  là một nón 

thứ tự kết hợp trong ℝ3. Cho 𝒳 = [−
1

2
,
1

2
] và 

𝑓:ℝ → ℝ3 được định nghĩa như sau: 

𝑓(𝑥) = {
(0,0,0) nếu 𝑥 ∈ [−

1

2
, 0] ,

(𝑥2, 𝑥, 0) nếu 𝑥 ∈ (0,
1

2
] .

 

Rõ ràng, 𝑓 liên tục trên 𝒳. Mặt khác, với 

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳 thì ta được 

{
(0,0,0) ∈ 𝑓(𝑥1) − 𝐾

3,

(0,0,0) ∈ 𝑓(𝑥2) − 𝐾
3.
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Do đó, 𝑓 là 𝒦3-hướng xuống trên 𝒳.  

Tiếp theo ta sẽ chứng minh rằng: Với mọi 

𝑥1, 𝑥2, 𝑧 ∈ 𝒳, nếu 𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥1) ∈ 𝒦
3 và 𝑓(𝑧) −

𝑓(𝑥2) ∈ 𝒦
3 thì: 

𝑓(𝑧) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) ∈ 𝒦
3, ∀𝑡 ∈ [0,1]. 

Ta xét hai trường hợp sau:  

Trường hợp 1: 𝑧 ∈ [−
1

2
, 0], ta được 𝑓(𝑧) =

(0,0,0). 

Khi đó, nếu 𝑥1, 𝑥2 cùng thuộc đoạn [−
1

2
, 0] thì 

(1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2 cũng thuộc đoạn [−
1

2
, 0]. 

Vì vậy, 𝑓(𝑧) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) =
(0,0,0) ∈ 𝐾3. 

Nếu 𝑥1, 𝑥2 cùng thuộc đoạn (0,
1

2
] thì  

{
𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥1) = (−𝑥1

2, −𝑥1, 0) ∈ 𝒦
3,

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥2) = (−𝑥2
2, −𝑥2, 0) ∈ 𝒦

3.
 

Hệ quả là 𝑥1 = 𝑥2 = 0. Do đó,  

𝑓(𝑧) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) = (0,0,0) ∈ 𝒦
3. 

Nếu 𝑥1, 𝑥2 thỏa mãn một số thuộc đoạn [−
1

2
, 0] 

và số còn lại thuộc (0,
1

2
] thì không mất tính tổng 

quát, ta giả sử 𝑥1 ∈ [−
1

2
, 0] , 𝑥2 ∈ (0,

1

2
]. Khi đó, 

{
𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥1) = (0,0,0) ∈ 𝒦

3,

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥2) = (−𝑥2
2, −𝑥2, 0) ∈ 𝒦

3.
 

Điều này dẫn đến 𝑥2 = 0. Do đó,  

𝑓(𝑧) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) 

= 𝑓(𝑧) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1) = (0,0,0) ∈ 𝒦
3. 

Vì vậy,  

𝑓(𝑧) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) ∈ 𝒦
3, ∀𝑧 ∈ [−

1

2
, 0]. 

Trường hợp 2: 𝑧 ∈ (0,
1

2
], ta được 𝑓(𝑧) =

(𝑧2, 𝑧, 0). 

Khi đó, nếu 𝑥1, 𝑥2 cùng thuộc đoạn [−
1

2
, 0] thì 

(1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2 cũng thuộc đoạn [−
1

2
, 0]. 

Suy ra,  

𝑓(𝑧) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) = (𝑧
2, 𝑧, 0) ∈ 𝐾3. 

Nếu 𝑥1, 𝑥2 cùng thuộc đoạn (0,
1

2
] thì ta được  

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥1) = (𝑧
2 − 𝑥1

2, 𝑧 − 𝑥1, 0) ∈ 𝒦
3. 

Điều này kết hợp với 𝑥1, 𝑧 ∈ (0,
1

2
] suy ra 

{
𝑧 − 𝑥1 ≥ 0,

𝑧 − 𝑥1 = |𝑧 − 𝑥1| ≥ |𝑧 − 𝑥1||𝑧 + 𝑥1| = |𝑧
2 − 𝑥1

2|.
 

Tức là,  

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥1) ∈ 𝐵2. 

Tương tự, ta cũng có 

{
𝑧 − 𝑥2 ≥ 0,

𝑧 − 𝑥2 = |𝑧 − 𝑥2| ≥ |𝑧 − 𝑥2||𝑧 + 𝑥2| = |𝑧
2 − 𝑥2

2| .
 

hay 

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥2) ∈ 𝐵2. 

Vì 𝑧 − 𝑥1 ≥ 0 và 𝑧 − 𝑥2 ≥ 0 nên với mọi 𝑡 ∈
[0,1], ta được: 

𝑧 − [(1 − 𝑡)𝑧1 + 𝑡𝑧2] ≥ 0. 

Ta có: 

𝑧 − (1 − 𝑡)𝑥1 − 𝑡𝑥2 = |𝑧 − (1 − 𝑡)𝑥1 − 𝑡𝑥2| 

≥ |𝑧 − (1 − 𝑡)𝑥1 − 𝑡𝑥2||𝑧 + (1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2| 

     = |𝑧2 − [(1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2]
2|.  

Điều này dẫn đến  

𝑓(𝑧) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) ∈ 𝐵2, 

và ta suy ra  

𝑓(𝑧) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) ∈ 𝒦
3. 

Nếu 𝑥1, 𝑥2 thỏa mãn một số thuộc đoạn [−
1

2
, 0] 

và số còn lại thuộc (0,
1

2
] thì không mất tính tổng 

quát, ta giả sử 𝑥1 ∈ [−
1

2
, 0] , 𝑥2 ∈ (0,

1

2
]. Khi đó, 

{
𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥1) = (𝑧

2, 𝑧, 0) ∈ 𝒦3,

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥2) = (𝑧
2 − 𝑥2

2, 𝑧 − 𝑥2, 0) ∈ 𝒦
3.

 

Tương đương, 

{

(𝑧2, 𝑧, 0) ∈ 𝒦3,
𝑧 ≥ 𝑥2,

𝑧 − 𝑥2 = |𝑧 − 𝑥2| ≥ |𝑧 − 𝑥2||𝑧 + 𝑥2| = |𝑧
2 − 𝑥2

2|.

 

Vì 𝑥1 ≤ 0 < 𝑥2 ≤ 𝑧 và 𝑡 ∈ [0,1] nên ta được 

(1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2 ≤ 𝑧. 

Giả sử (1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2 ∈ [−
1

2
, 0], thì ta được  
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𝑓(𝑧) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) = (𝑧
2, 𝑧, 0) ∈ 𝒦3. 

Ngược lại, (1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2 ∈ (0,
1

2
] thì ta được 

𝑓(𝑧) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) = (𝑧
2 − [(1 −

𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2]
2, 𝑧 − (1 − 𝑡)𝑥1 − 𝑡𝑥2, 0). 

Vì (1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2 ≤ 𝑧 và 0 ≤ (1 − 𝑡)𝑥1 +

𝑡𝑥2 ≤
1

2
 nên ta kết luận rằng 

𝑧 − [(1 − 𝑡)𝑧1 + 𝑡𝑧2] ≥ 0. 

Điều này kéo theo 

𝑧 − (1 − 𝑡)𝑥1 − 𝑡𝑥2 = |𝑧 − (1 − 𝑡)𝑥1 − 𝑡𝑥2| 

≥ |𝑧 − (1 − 𝑡)𝑥1 − 𝑡𝑥2||𝑧 + (1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2| 

      = |𝑧2 − [(1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2]
2|. 

Hệ quả là, 

𝑓(𝑧) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) ∈ 𝐵2, 

tương đương, 

𝑓(𝑧) − 𝑓((1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2) ∈ 𝒦
3. 

Vì vậy, các giả thiết của Định lý 4.2 thỏa mãn, 

hay  𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓) là lồi. Mặt khác, bằng cách sử 

dụng Định nghĩa 4.1, ta có thể chỉ ra rằng 

𝑆𝐸𝑓𝑓(𝒳, 𝑓) = [−
1

2
, 0] là tập lồi.   

5. KẾT LUẬN 

Bài báo này giới thiệu và khảo sát một nón thứ 

tự kết hợp, gồm nón Orthant dương, nón Lorentz và 

nón từ điển. Đồng thời, điều kiện tồn tại và tính lồi 

của tập nghiệm đối với bài toán tối ưu vector dựa 

trên nón này cũng được thiết lập. Hơn nữa, mặc dù 

bài báo này chỉ xem xét lớp bài toán trong không 

gian hữu hạn chiều, nhưng các kỹ thuật được sử 

dụng trong các Định lý 4.1 và 4.2 hoàn toàn có thể 

mở rộng trong trường hợp bài toán tối ưu vector 

được cho trong không gian vô hạn chiều mà không 

cần đến điều kiện lồi và rắn của sắp thứ tự. 
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Thơ. 

TÀI LIỆU THAM KHẢO 

Anh, L. Q., Anh, N. T., Duoc, P. T, Khanh, L. T. V., 

& Thu, P. T. A. (2022). The connectedness of 

weakly and strongly efficient solution sets of 

nonconvex vector equilibrium problems, Applied 

Set-Valued Analysis Optimization, 4, 109-127. 

Anh, L. Q., & Duy, T. Q. (2018). On penalty method 

for equilibrium problems in lexicographic 

order. Positivity, 22, 39-57. 

Anh, L. Q., Duy, T. Q., & Hien, D. V. (2019). Stability 

for parametric vector quasi-equilibrium problems 

with variable cones. Numerical Functional Analysis 

and Optimization, 40, 461-483.  

Anh, L. Q., & Danh, N. H. (2016). Tính nửa liên tục 
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