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ABSTRACT 

The aim of this paper is to study the model of diffusion process in one 

dimension. The method of moments is used, as in Depauw and 

Derrien(2009) and Lam (2014) to prove that this process converges in 

probability to a constant (Theorem 1.1). More precisely, with L be the 

corresponding infinitesimal generator of the previous process and a 

given function f, we solve the Poisson’s equation Lg f and then treat 

the limits of its solutions, the law of large number is instantly given by 

the convergence of the moment. 

TÓM TẮT 

Mục tiêu chính của bài báo là nghiên cứu mô hình quá trình khuếch tán 

trong một chiều. Phương pháp moment được sử dụng như trong các bài 

báo Depauw and Derrien (2009) và Lam (2014) để chứng minh sự hội 

tụ theo xác suất đến một hằng số của quá trình đang xét (Định lý 1.1). 

Chi tiết hơn, với L là toán tử cực vi của quá trình đã cho và hàm f  

cho trước, bằng cách giải phương trình Poisson Lg f  rồi sau đó tìm 

giới hạn liên quan đến nghiệm của nó, một dạng của luật số lớn sẽ được 

cho bởi sự hội tụ của các moment. 

 

1. GIỚI THIỆU 

Xét một quá trình khuếch tán (𝑋𝑡)𝑡≥0với điều 

kiện ban đầu 𝑋0 = 0 và toán tử cực vi 𝐿 được xác 

định bởi 

𝐿𝑓(𝑘) =
2𝜆𝑏(𝑥) + 𝑏′(𝑥)

2𝑎(𝑥)
𝑓′(𝑥)

+
𝑏(𝑥)

2𝑎(𝑥)
𝑓′′(𝑥)    (1.1) 

trong đó 

 𝑎, 𝑏: ℝ → (0;+∞)  liên tục 

 𝑏′: ℝ → ℝ  liên tục  

 𝜆: hằng số 

và 𝑓 là hàm đo được trên không gian trạng thái 

ℝ. 

Quá trình khuếch tán trên thỏa mãn phương trình 

vi phân ngẫu nhiên 

     𝑑𝑋𝑡 = 𝜎(𝑋𝑡)𝑑𝐵𝑡 + 𝜇(𝑋𝑡)𝑑𝑡      (1.2) 

trong đó (𝐵𝑡)𝑡≥0 là chuyển động Brown, các hệ 

số  

𝜎2(𝑥) = 𝑏(𝑥)/𝑎(𝑥) và 𝜇(𝑥) = [2𝜆𝑏(𝑥) +
𝑏′(𝑥)]/2𝑎(𝑥). 

Mục tiêu của bài báo là nghiên cứu phân phối 

giới hạn của 𝑋𝑡 khi 𝑡 → +∞. 
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Mô hình quá trình khuếch tán là một quá trình 

ngẫu nhiên có nhiều ứng dụng trong thực tế. Đặc 

biệt trong vật lý động lực học, nó là sự “di chuyển” 

ngẫu nhiên của một chất điểm trên dây dẫn đồng 

chất.  

Trường hợp 𝜆 = 0 thì một dạng của định lý giới 

hạn trung tâm đã được (Lâm Hoàng Chương và ctv., 

2019) chỉ ra, đó là nếu lim
𝑥→∞

𝑎(𝑥) = 𝛼 > 0, 

lim
𝑥→∞

𝑏(𝑥) = 𝛽 < +∞ thì 

𝑋𝑡

√𝑡

        𝑡→+∞       
→         𝒩(0; 𝛽/𝛼) 

theo phân phối.  

 Trong phạm vi bài báo này, mô hình của một 

quá trình khuếch tán 0( )t tX   được xét trên không 

gian trạng thái ℝ có điều kiện ban đầu 
0 0X   và 

hằng số 𝜆 > 0. Khi đó, quá trình đã cho sẽ hội tụ 

theo xác suất đến giá trị phụ thuộc vào 𝜆 khi thời 

gian t  đủ lớn. Định lý đó được phát biểu như sau: 

Định lý 1.1 Giả sử lim
𝑥→∞

𝑎(𝑥) = 𝛼, lim
𝑥→∞

𝑏(𝑥) =

𝛽 và 0 < 𝛼, 𝛽 < +∞  thì   
𝑋𝑡

𝑡

        𝑡→+∞       
→         

𝜆𝛽

𝛼
 

theo xác suất. 

Vấn đề này cũng đã được đề cập trong bài báo 

(Papanicolaou and Varadhan, 1982) trong trường 

hợp nhiều chiều được chứng minh thông qua phân 

tích Martingale và với điều kiện các hàm 𝑎(𝑥) và 

𝑏(𝑥) bị chặn nghiêm ngặt, tức là tồn tại các hàng số 

𝐶 và 𝐷 sao cho 0 < 𝐶 < 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) < 𝐷 < ∞. 

Trong bài báo này chỉ cần điều kiện ít hơn cho các 

hàm trên là 𝑎(𝑥) > 0 và 𝑏(𝑥) < ∞. Hơn nữa, việc 

chứng minh Định lý 1.1 được tiến hành thông qua 

việc sử dụng phương pháp moment.  

2. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU 

Phương pháp moment lần đầu được giới thiệu 

bởi Pafnuty Chebyshev trong việc nghiên cứu phân 

phối giới hạn của dãy các biến ngẫu nhiên. Điểm đặc 

biệt trong phương pháp này là việc tìm giới hạn của 

moment bậc ℓ = 1,2, … và chứng minh sự hội tụ của 

nó đến moment cùng bậc của biến ngẫu nhiên giới 

hạn. Để tìm hiểu sâu hơn về phương pháp này bạn 

đọc có thể tham khảo thêm ở tài liệu (Billingsley, 

1995). Bổ đề 2.1 dưới đây là một hệ quả của định lý 

30.2 trong tài liệu trên. 

Bổ đề 2.1 Cho (𝑍𝑡)𝑡≥0 là một quá trình ngẫu 

nhiên. Nếu các giới hạn lim
𝑡→+∞

𝔼{𝑍𝑡
ℓ} = 𝐴ℓ với mọi 

ℓ = 1,2 được thỏa thì 𝑍𝑡 hội tụ đến 𝐴 theo xác suất 

khi 𝑡 → +∞. 

Chứng minh. Áp dụng bất đẳng thức Chebyshev, 

với mọi 𝜀 > 0, khi đó 

𝑃{|𝑍𝑡 − 𝐴| > 𝜀} = 𝑃{(𝑍𝑡 − 𝐴)
2 > 𝜀2}

≤
𝔼{(𝑍𝑡 − 𝐴)

2}

𝜀2
    

 =
𝔼{𝑍𝑡

2 − 2𝐴𝑍𝑡 + 𝐴
2}

𝜀2
 

=
𝔼{𝑍𝑡

2} − 2𝐴𝔼{𝑍𝑡} + 𝐴
2

𝜀2
 

  𝑡→∞ 
→   0 .  □  

Trong phần tiếp theo Bổ đề 2.1 sẽ được áp dụng 

để chứng minh Định lý 1.1  

𝑍𝑡 = 𝑋𝑡 𝑡⁄  và 𝐴 =
𝜆𝛽

𝛼
. 

Ngoài ra một số bổ đề liên quan đến giải tích sau 

đây cũng rất hữu ích trong việc xác định giới hạn 

của các hàm số: 

Bổ đề 2.2 (Phương trình Poisson) Cho trước hàm 

số 𝜓: ℝ → ℝ thì tồn tại hàm 𝜙: ℝ → ℝ sao cho 

    {
𝐿𝜙 ≡ 𝜓   

𝜙(0) = 0.
           (2.1) 

 

Bổ đề 2.3 Cho 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) là hàm dương, liên 

tục và 𝑛 ∈ ℕ. Giả sử 

lim
𝑥→+∞

1

𝑥
∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= 𝑢̅ , lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 𝑣̅. 

  Nếu 𝑢̅ và 𝑣̅ hữu hạn thì 

  lim
𝑥→+∞

1

𝑥𝑛+1
∫𝑡𝑛𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

=
𝑢̅𝑣̅

𝑛 + 1
.    (2.2) 

Các bổ đề 2.2 và 2.3 đã được chứng minh trong 

(Chương và ctv, 2019). 

3. KẾT QUẢ THỰC HIỆN 

Trong phần này ta sẽ chứng minh định lý 2.1 

thông qua bổ đề 2.1. Khi đó ta cần tìm giới hạn của 

moment bậc 1 và bậc 2 của dãy biến ngẫu nhiên 𝑋𝑡/𝑡 
khi 𝑡 tiến ra vô cùng. Ý tưởng chủ đạo trong phần 

chứng minh này là giải phương trình Poisson tương 

ứng với toán tử cực vi 𝐿 để tìm nghiệm của nó. Sau 

đó sử dụng tích phân Ito và một số ước lượng kỳ 

vọng của biến ngẫu nhiên để đưa đến kết quả mong 

muốn. 



Tạp chí Khoa học Trường Đại học Cần Thơ  Tập 57, Số 1A (2021): 26-29 

28 

Mệnh đề 3.1 Với quá trình khuếch tán đã cho 

lim
𝑡→+∞

𝔼 {
𝑋𝑡
𝑡
} =

𝜆𝛽

𝛼
. 

Chứng minh. Xét hàm số 𝑓1, xác định trên ℝ, sao 

cho 

{
𝐿𝑓1(𝑥) = 1

𝑓1(0) = 0
. 

Áp dụng Bổ đề 2.2 thì nghiệm của phương trình 

đã cho là 

𝑓1(𝑥)

=

{
 
 

 
 

∫
1

𝑒2𝜆𝑣𝑏(𝑣)
∫2𝑒2𝜆𝑢𝑎(𝑢)𝑑𝑢

𝑣

−∞

𝑑𝑣

𝑥

0

, 𝑥 ≥ 0

−∫
1

𝑒2𝜆𝑣𝑏(𝑣)
∫2𝑒2𝜆𝑢𝑎(𝑢)𝑑𝑢

𝑣

−∞

𝑑𝑣

0

𝑥

, 𝑥 < 0

 . 

Khi đó giới hạn sau luôn thỏa 

 lim
𝑥→∞

𝑓1(𝑥)

𝑥
=
𝛼

𝜆𝛽
,    (3.1) 

và hơn nữa 

 𝔼{𝑓1(𝑋𝑡)} = 𝑡, ∀𝑡 ≥ 0 (3.2) 

với mỗi 𝑘 ≥ 1. 

Chứng minh (3.1). Xét trường hợp 𝑥 ≥ 0. Đổi 

biến 𝑡 = 𝑣 − 𝑢, ta được 

𝑓1(𝑥) = ∫
1

𝑒2𝜆𝑣𝑏(𝑣)
∫ 2𝑒2𝜆(𝑣−𝑡)𝑎(𝑣 − 𝑡)𝑑𝑡

+∞

0

𝑑𝑣

𝑥

0

 

     = ∫
1

𝑏(𝑣)
∫ 2𝑒−2𝜆𝑡𝑎(𝑣 − 𝑡)𝑑𝑡

+∞

0

𝑑𝑣.

𝑥

0

    

Đặt hàm số 

ℎ(𝑣) = ∫ 2𝑒−2𝜆𝑡𝑎(𝑣 − 𝑡)𝑑𝑡

+∞

0

 

và kết hợp với giả thiết lim
𝑥→∞

𝑎(𝑥) = 𝛼 ta được  

lim
𝑣→∞

ℎ(𝑣) = ∫ 2𝑒−2𝜆𝑡 lim
𝑣→∞

𝑎(𝑣 − 𝑡)𝑑𝑡

+∞

0

= 𝛼∫ 2𝑒−2𝜆𝑡𝑑𝑡 =

+∞

0

𝛼

𝜆
 

theo định lý hội tụ bị chặn. Từ đó dẫn đến  

 lim
𝑥→∞

𝑓1(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→∞

1

𝑥
∫
ℎ(𝑣)

𝑏(𝑣)
𝑑𝑣

𝑥

0

=
𝛼

𝜆𝛽
 

theo bổ đề 2.3 kết hợp với giả thiết lim
𝑥→∞

𝑏(𝑥) =

𝛽. Ta đặt giới hạn trên là 𝑇(𝜆) = 𝛼/𝜆𝛽. 

Trường hợp 𝑥 < 0, tương tự như trên. Như vậy 
(3.1) đã được chứng minh. 

Chứng minh (3.2). Vì 𝑓1 ∈ 𝐶
2 và quá trình 

𝑋𝑡 thỏa mãn phương trình vi phân ngẫu nhiên (1.2) 

nên theo công thức Ito thì 

𝑑𝑓1(𝑋𝑡) = 𝑓1
′(𝑋𝑡)𝜎(𝑋𝑡)𝑑𝐵𝑡

+ [𝑓1
′(𝑋𝑡)𝜇(𝑋𝑡)

+
1

2
𝑓1
′′(𝑋𝑡)𝜎

2(𝑋𝑡)] 𝑑𝑡   

= 𝑓1
′(𝑋𝑡)𝜎(𝑋𝑡)𝑑𝐵𝑡 + 𝑑𝑡.  

Từ đó 

𝑓1(𝑋𝑡) = 𝑓1(𝑋0) + ∫𝑓1
′(𝑋𝑡)𝜎(𝑋𝑡)𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

+∫𝑑𝑠

𝑡

0

. 

Lấy kỳ vọng hai vế ta được 

𝔼{𝑓1(𝑋𝑡)} = 𝑡.    

Như vậy (3.2) đã được chứng minh. 

 Khi đó, với mọi 𝜀 > 0, ∃𝑀 > 0 sao cho 

∀|𝑥| > 𝑀 thì 

 |1 −
𝑓1(𝑥)

𝑥
×

1

𝑇(𝜆)
| < 𝜀.     (3.3) 

Phân tích Ω = {|𝑋𝑡| ≤ 𝑀} ∪ {|𝑋𝑡| > 𝑀}, kết 

hợp các tính chất (3.2) và (3.3) ta có các ước lượng 

như sau 

|𝔼 {
𝑋𝑡
𝑡
} −

1

𝑇(𝜆)
| = |𝔼 {

𝑋𝑡
𝑡
−
𝑓1(𝑋𝑡)

𝑡

1

𝑇(𝜆)
}| 

≤ 𝔼{|1 −
𝑓1(𝑋𝑡)

𝑋𝑡
×

1

𝑇(𝜆)
|
|𝑋𝑡|

𝑡
1{|𝑋𝑡|>𝑀}}

+
1

𝑡
𝔼 {|𝑋𝑡

− 𝑓1(𝑋𝑡)
1

𝑇(𝜆)
| 1{|𝑋𝑡|≤𝑀}}. 

Số hạng thứ nhất có chặn trên là 

𝜀 𝔼 {
|𝑋𝑡|

𝑡
1{|𝑋𝑡|>𝑀}} ≤ 𝜀 𝔼 {

|𝑋𝑡|

𝑡
} ≤ 𝜀.√𝔼 {(

𝑋𝑡
𝑡
)
2

} 

và số hạng còn lại 

1

𝑡
𝔼 {|𝑋𝑡 − 𝑓1(𝑋𝑡)

1

𝑇(𝜆)
| 1{|𝑋𝑡|≤𝑀}}

    𝑡→+∞   
→      0 . 
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Như vậy mệnh đề 3.1 sẽ được chứng minh nếu 

như 𝔼(𝑋𝑡
2/𝑡2) bị chặn. Điều đó sẽ được chỉ ra trong 

mệnh đề kế tiếp. □ 

Mệnh đề 3.2 Với quá trình khuếch tán đã cho 

lim
𝑡→+∞

𝔼{(
𝑋𝑡
𝑡
)
2

} = (
𝜆𝛽

𝛼
)
2

=
1

𝑇2(𝜆)
. 

Chứng minh. Xét hàm số không âm 𝑓2, xác định 

trên ℝ, sao cho 

{
𝐿𝑓2(𝑥) = 𝑓1(𝑥)

𝑓2(0) = 0
. 

Áp dụng Bổ đề 2.2 thì các nghiệm của phương 

trình đã cho là 

𝑓2(𝑥)

=

{
 
 

 
 

∫
1

𝑒2𝜆𝑣𝑏(𝑣)
∫ 2𝑒2𝜆𝑢𝑎(𝑢)𝑓1(𝑢)𝑑𝑢

𝑣

−∞

𝑑𝑣

𝑥

0

, 𝑥 ≥ 0

−∫
1

𝑒2𝜆𝑣𝑏(𝑣)
∫ 2𝑒2𝜆𝑢𝑎(𝑢)𝑓1(𝑢)𝑑𝑢

𝑣

−∞

𝑑𝑣

0

𝑥

, 𝑥 < 0

. 

Tương tự như trên thì giới hạn sau cũng đúng 

 lim
𝑥→∞

𝑓2(𝑥)

𝑥2
=
1

2
(
𝛼

𝜆𝛽
)
2

=
𝑇2(𝜆)

2
.          

và hơn nữa 

 𝔼{𝑓2(𝑋𝑡)} =
𝑡2

2
             , ∀𝑡 ≥ 0.         (3.4 ) 

Khi đó, với mọi 𝜀 > 0, ∃𝑀 > 0 sao cho ∀|𝑥| >
𝑀 thì 

  |
𝑥2

𝑓2(𝑥)
−

2

𝑇2(𝜆)
| < 𝜀.                            (3.5) 

Phân tích Ω = {|𝑋𝑡| ≤ 𝑀} ∪ {|𝑋𝑡| > 𝑀}, , kết 

hợp các tính chất (3.4) và (3.5) ta có các ước lượng 

như sau 

|𝔼 {(
𝑋𝑡
𝑡
)
2

} −
1

𝑇2(𝜆)
|

≤ |𝔼 {(
𝑋𝑡
𝑡
)
2

−
𝑓2(𝑋𝑡)

𝑡2
2

𝑇2(𝜆)
}| 

≤ 𝔼{|
𝑋𝑡
2

𝑓2(𝑋𝑡)
−

2

𝑇2(𝜆)
|
𝑓2(𝑋𝑡)

𝑡2
1{|𝑋𝑡|>𝑀}}

+
1

𝑡2
𝔼{|𝑋𝑡

2

− 𝑓2(𝑋𝑡)2𝑇
2(𝜆)|1{|𝑋𝑡|≤𝑀}} 

Số hạng thứ nhất có chặn trên là 

𝜀 𝔼 {
𝑓2(𝑋𝑡)

𝑡2
1{|𝑋𝑡|>𝑀}} ≤ 𝜀 𝔼 {

𝑓2(𝑋𝑡)

𝑡2
} =

𝜀

2
< 𝜀 

và số hạng còn lại 

   
1

𝑡2
𝔼 {|𝑋𝑡

2 − 𝑓2(𝑋𝑡)
2

𝑇2(𝜆)
| 1{|𝑋𝑡|≤𝑀}}

    𝑡→+∞   
→      0 .  

Như vậy mệnh đề 3.2 đã được chứng minh. □ 

4. KẾT LUẬN 

Bài báo đã chứng minh luật số lớn cho quá trình 

khuếch tán trên không gian trạng thái ℝ thông qua 

việc sử dụng phương pháp moment. Ngoài ra, điểm 

mấu chốt trong bài toán này là có thể giải được 

phương trình Poisson tương ứng với toán tử cực vi

L . Phương pháp này được kỳ vọng có thể được áp 

dụng cho các bài toán khác có liên quan. 
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