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Trong daåy hoåc Toaán, tû duy toaán hoåc laâ hònh thûác
cuãa tû duy biïån chûáng trong quaá trònh con ngûúâi
nhêån thûác hoùåc aáp duång Toaán hoåc vaâo caác

mön khoa hoåc khaác. Tû duy thuêåt toaán (TDTT) laâ
möåt loaåi hònh cuãa tû duy toaán hoåc. Thuêåt toaán trong
daåy hoåc laâ möåt hïå thöëng caác quy àõnh nghiïm ngùåt,
àûúåc thïí hiïån theo möåt quaá trònh chùåt cheä, dêîn àïën
caách giaãi quyïët àuáng. Quy naåp laâ möåt thuêåt toaán tuy
àún giaãn nhûng hiïåu quaã cho hoåc sinh (HS) khi giaãi
caác baâi toaán chûáng minh.

Thûåc tïë daåy hoåc cho thêëy, trong chûúng trònh mön
Toaán lúáp 11 hiïån haânh, khi sûã duång phûúng phaáp
chûáng minh bùçng quy naåp toaán hoåc àïí giaãi caác baâi
toaán tñnh àaåo haâm cêëp cao àaä khiïën nhiïìu HS luáng
tuáng. Àïí khùæc phuåc, giaáo viïn (GV) cêìn àûa ra quy
trònh cho tûâng daång toaán cuå thïí nhùçm giuáp caác em
nùæm vûäng kiïën thûác cú baãn; tûâ àoá, HS coá thïí saáng taåo
àûúåc caách giaãi múái hay vaâ laå. Dûúái àêy, chuáng töi àûa
ra quy trònh vïì phûúng phaáp chûáng minh quy naåp
toaán hoåc àïí giaãi caác baâi toaán giaãi tñch lúáp 11 nêng cao
cho HS dên töåc thiïíu söë (DTTS), goáp phêìn phaát triïín
TDTT cho caác em.

1. Möåt söë àùåc àiïím cuãa HS DTTS trong hoåc
têåp mön Toaán

Têy Nguyïn laâ vuâng nuái hiïån coá nhiïìu àöìng baâo
dên töåc ñt ngûúâi sinh söëng. Àûúåc sûå quan têm vaâ àêìu
tû cuãa Nhaâ nûúác, HS tûâ thaânh thõ àïën nöng thön àïìu
àûúåc àïën trûúâng. Tuy nhiïn ngön ngûä laâ raâo caãn rêët
lúán cuãa caác em do thûúâng xuyïn sûã duång tiïëng meå àeã
vaâ thoái quen vïì phong tuåc têåp quaán, nïn viïåc hoåc têåp
caác mön khoa hoåc noái chung vaâ mön Toaán noái riïng
gùåp rêët nhiïìu khoá khùn.

Mùåt khaác, nhiïìu HS coá quan niïåm rùçng, caác mön
khoa hoåc tûå nhiïn laâ mön hoåc khoá, nhêët laâ mön Toaán
coá tñnh trûâu tûúång cao. Do vêåy, GV cêìn quan têm
àïën caác àöëi tûúång HS, coá sûå àõnh hûúáng àïí xêy
dûång baâi giaãng möåt caách khoa hoåc, gêìn guäi, phuâ húåp
nhùçm truyïìn àaåt töët, giuáp caác em vûúåt qua àûúåc caác
raâo caãn naây.

2. Phaát triïín TDTT cho HS DTTS Têy Nguyïn
khi giaãi caác baâi toaán giaãi tñch lúáp 11 nêng cao coá
sûã duång phûúng phaáp chûáng minh quy naåp
toaán hoåc

2.1. Quy trònh chûáng minh quy naåp toaán hoåc
Baâi toaán 1: Àïí chûáng minh mïånh àïì chûáa biïën

A(n) laâ möåt mïånh àïì àuáng vúái moåi giaá trõ nguyïn dûúng
cuãa n bùçng phûúng phaáp quy naåp, ta thûåc hiïån theo
hai bûúác sau:

- Bûúác 1: Chûáng minh A(n) laâ möåt mïånh àïì àuáng
khi n = 1.

- Bûúác 2: Vúái k laâ möåt söë nguyïn dûúng tuây yá, lúán
hún 1, xuêët phaát tûâ giaã thiïët A(n) laâ mïånh àïì àuáng khi
n = k, cêìn chûáng minh A(n) cuäng laâ möåt mïånh àïì
àuáng khi n = k+1.

Vñ duå 1: Chûáng minh rùçng vúái moåi söë nguyïn
dûúng n, ta coá:

  2 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ...

6

n n n
n

 
      (1)

Hûúáng dêîn

- Bûúác 1: Khi n = 1, (1) trúã thaânh 2 1(1 1)(2.1 1)
1

6

 


(àuáng).
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-  Bûúác  2:  Giaã  sûã  (1)  àuáng  vúái   , 1n k k  ,
nghôa laâ:

   2 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ...

6

k k k
k

 
    

Ta cêìn chûáng minh (1) àuáng khi n = k+1, hay:

 
   22 2 2 2 1 2 2 3

1 2 3 ... 1
6

k k k
k k

  
      

Thêåt vêåy:

   
   

 
2 22 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ... 1 1
6

k k k
k k k

 
        

  21 2 7 6

6

k k k  
         1 2 2 3

6

k k k  
 .

Suy ra (1) àuáng vúái n = k+1. Vêåy, theo nguyïn lñ
quy  naåp,  (1)  àuáng  vúái  moåi  n.  Ta  coá  àiïìu  phaãi
chûáng minh.

Nhêån xeát: Trong vñ duå 1, HS DTTS thûúâng luáng
tuáng khi xeát n = 1 vò cho rùçng úã vïë traái cuãa (1), phaãi thay
n = 1, khi àoá kïët quaã cuãa hai vïë khöng bùçng nhau. Do
àoá, GV cêìn giaãng giaãi àïí caác em nùæm àûúåc khi n = 1
thò vïë traái cuãa (1) laâ l2 = 1.

Hún nûäa, khi chûáng minh (1) àuáng vúái n = k+1,
caác em thûúâng khai triïín tûã söë laâ möåt àa thûác bêåc 3
theo k, dêîn àïën luáng tuáng khöng biïët caách xûã lñ. Do àoá,
GV cêìn hûúáng dêîn HS DTTS khöng khai triïín nhûng
phaãi biïët phaát hiïån coá k + 1 chung àïí phên tñch àa thûác
thaânh nhên tûã.

Vñ duå 2: Chûáng minh rùçng vúái moåi söë tûå nhiïn n, söë
13n - 1 luön chia hïët cho 6.

Hûúáng dêîn
- Bûúác 1: Vúái n = 1, ta coá: 13-1 = 12 chia hïët cho

6 (àuáng).
- Bûúác 2: Giaã sûã baâi toaán àuáng vúái   , 1n k k  ,

nghôa laâ 13k - 1 chia hïët cho 6.
Cêìn chûáng minh baâi toaán àuáng vúái n = k + 1, hay

13k+1 - 1 chia hïët cho 6.
Thêåt vêåy: 13k+1 - 1 = 13.(13k - 1) + 12. Suy ra 13k+1

- 1 chia hïët cho 6.
Vêåy, baâi toaán àaä cho àuáng vúái moåi söë nguyïn

dûúng n.
Nhêån xeát: ÚÃ vñ duå 2, khoá khùn lúán nhêët maâ HS

DTTS gùåp phaãi laâ khaã nùng biïën àöíi uk+1 theo uk (vúái
13 1k

ku   ). Do àoá, GV cêìn phên tñch  1k ku au b   ,
vúái  ,a b Z  vaâ b chia hïët 6 bùçng caách thïm búát hùçng
söë tûå do: 13k+1 - 1 = 13k+1 - 13 + 12 = 13.(13k - 1) + 12.
Tûâ àoá, thu àûúåc kïët quaã cuãa baâi toaán.

Vñ duå 3: Chûáng minh rùçng vúái moåi söë nguyïn
dûúng  n,  biïíu  thûác  sau:    

2 2

2 1 2 1
n n

nA       laâ
söë chùén.

- Bûúác 1: Vúái n = 1,

   
2 2

1 2 1 2 1 3 2 2 3 2 2 6A           (àuáng)

- Bûúác 2: Giaã sûã baâi toaán àuáng vúái   , 1n k k  ,

hay    
2 2

2 1 2 1
k k

kA       laâ  söë  chùén.  Cêìn
chûáng  minh  baâi  toaán  àuáng  khi  n  =  k  +  1,  hay

   
2 2 2 2

1 2 1 2 1
k k

kA
 

       laâ  söë  chùén.  Thêåt  vêåy:

       
2 2 2 2

3 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2
k k k k          

      
 .

Tûâ àêy suy ra baâi toaán àuáng vúái moåi söë nguyïn
dûúng n.

Vñ duå 4: Chûáng minh rùçng vúái moåi söë tûå nhiïn lúán
hún 2, ta coá:   2 2 1n n  (2).

Bûúác 1: Khi n = 3, ta coá: 23= 8 > 2.3 + 1 = 7
(àuáng).

Bûúác 2: Giaã sûã (2) àuáng vúái   , 3n k k  , nghôa

laâ   2 2 1k k ; cêìn chûáng minh (2) àuáng vúái n = k + 1,
hay:  12 2 3k k   . Thêåt vêåy: do  12 2 .2 2 2 1 2 3 2 1 2 3k k k k k k         

   2 2 .2 2 2 1 2 3 2 1 2 3k k k k         , 3k   nïn (2) àuáng vúái moåi söë
tûå nhiïn lúán hún 2. Ta coá àiïìu phaãi chûáng minh.

Nhêån xeát: Nïëu chûáng minh möåt mïånh àïì Pn naâo
àoá àuáng vúái moåi söë tûå nhiïn n  p (p N, p >1), úã bûúác
1 chuáng ta seä kiïím tra Pn àuáng vúái n = p thay cho viïåc
kiïím tra A(n) àuáng khi n =1.

2.2. Thiïët lêåp quy trònh tñnh àaåo haâm cêëp n.
Quy trònh tñnh àaåo haâm cêëp n (vúái  , 2n N n   ) cuãa
haâm söë  y f x  göìm caác bûúác sau:

Bûúác 1: Tñnh àaåo haâm cêëp 1, cêëp 2, cêëp 3, cêëp 4.
Tûâ àoá dûå àoaán cöng thûác töíng quaát cuãa àaåo haâm
cêëp n.

Bûúác 2: Sûã duång phûúng phaáp quy naåp toaán hoåc
chûáng minh cöng thûác töíng quaát àuáng.

Vñ duå 5: Tñnh àaåo haâm cêëp n (vúái  , 1n N n   )

cuãa haâm söë  1
( )

ax+b
f x  .

Bûúác 1: Vúái àiïìu kiïån  b
x

a
 , ta coá:

     

2 3

2 3 4

1. 1.2. 1.2.3.
' ; " ; "'

a a a
y y y

ax b ax b ax b
    

  
,...
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Dûå àoaán 
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Bûúác 2: Vúái n=1, (3) àuáng.
Giaã  sûã  (3)  àuáng  vúái   1n k k  ,  nghôa  laâ:

   
  1

!
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k
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k

k a
y
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.

Cêìn  chûáng  minh  (3)  àuáng  vúái  n  =  k+1,  hay
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Thêåt vêåy:
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Do àoá, (3) àuáng vúái n = k+1.

Vêåy: 
   

 
1

!
1 .

n
nn

n

n a
y

ax b


 


Nhêån xeát: Trong vñ duå naây, GV àõnh hûúáng cho
HS DTTS tñnh àaåo haâm cêëp 1, cêëp 2, cêëp 3 vaâ suy ra
cöng thûác töíng quaát cuãa àaåo haâm cêëp n nhúâ sûå kheáo
leáo phên tñch caác àöëi tûúång nhû: dêëu cuãa àaåo haâm
cêëp 1, cêëp 2, cêëp 3, röìi suy ra àaåo haâm cêëp n. Tûã söë
ûáng vúái àaåo haâm cêëp 1, cêëp 2, cêëp 3,..., cêëp n coá giaá trõ
laâ: 1.a,  2 22 1 2a a. . , 3 36 1 2 3a a. . .  ,..., tûâ àoá dûå àoaán
giaá trõ cuãa tûã söë ûáng àaåo haâm cêëp n laâ n!an.

Vñ duå 6: Tñnh àaåo haâm cêëp  , , 1n n N n   cuãa
haâm söë  ( ) s inxf x  .

Bûúác 1: Têåp xaác àõnh: D = R.

Ta  coá:  ' cosy x ,  '' sin os
2

y x c x
 

    
 

,

"' os os 2
2

y c x c x
 

    
 

,   4 sin os 3
2

y x c x
 

   
 

,...

Dûå àoaán     os 1
2

ny c x n
 

   
 

    (4)

Bûúác 2: Khi n = 1, (4) àuáng.
Giaã sûã (4) àuáng vúái   1n k k  , nghôa laâ:

   os 1
2

ky c x k
 

   
 

. Cêìn chûáng minh (4) àuáng vúái

n = k+1, nghôa laâ:   1 os
2

ky c x k
  

  
 

.

Thêåt vêåy:      
'

1k ky y 

 
'

os sin 1
2 2

c x k x k
     

         
    

 sin 1
2

x k
  

     
  

 os 1 os
2 2 2

c x k c x k
       

           
     

 .

Hay (4) àuáng vúái n = k+1.

Vêåy,     os 1
2

n
y c x n

 
   

 
.

Nhêån xeát: Trong vñ duå naây, HS DTTS khoá dûå àoaán
cöng thûác töíng quaát cuãa àaåo haâm cêëp n vò  ' cosy x ,

'' siny x  ,  "' osy c x  . Do àoá, GV cêìn àõnh hûúáng
cho caác em àûa vïì möåt àöëi tûúång sin hoùåc cosin bùçng
caách sûã duång cöng thûác hai goác phuå nhau. Tûâ àoá, caác
em tòm cöng thûác töíng quaát dïî daâng hún.

Vñ duå 7: Tñnh àaåo haâm cêëp n (vúái  , 1n N n   )
cuãa haâm söë  ( ) cos xf x a .

Bûúác 1: Têåp xaác àõnh: D = R.

Ta coá:  ' a siny ax  ,  2 2'' osa os 2
2

y a c x a c ax
 

    
 

,

3 3"' sin os 3
2

y a ax a c ax
 

   
 

,...

Dûå àoaán    cos .
2

n ny a ax n
 

  
 

 (3)

Bûúác 2: Khi n = 1, (3) àuáng.
Giaã  sûã  (3)  àuáng  vúái   1n k k  ,  tûác  laâ:

  os
2

k ky a c ax k
 

  
 

.

Cêìn chûáng minh (3) àuáng vúái n = k+1, hay:
   1 1 cos 1

2

k ky a ax k
   

   
 

.

Thêåt vêåy:

    
'

'
1 1os sin

2 2

k k k ky y a c ax k a ax k
      

         
    

1 sin
2

ka ax k
   

    
  

 1 1os os 1
2 2 2

k ka c ax k a c ax k
        

           
     

.

Suy ra (3) àuáng vúái n = k+1.

, ,

, ,

,

,
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Vêåy,    cos .
2

n ny a ax n
 

  
 

.

 Vñ duå 8: Tñnh àaåo haâm cêëp n (vúái  , 1n N n   )

cuãa haâm söë  2

2

1

x
y

x



.

 Nhû chuáng ta àaä biïët, àaåo haâm cuãa möåt töíng bùçng
töíng caác àaåo haâm. Do àoá, GV hûúáng dêîn HS phên

tñch  2

2 1 1

1 1 1

x
y

x x x
  

  
, vúái àiïìu kiïån  1x , sau àoá

sûã duång tñnh chêët àaåo haâm cuãa möåt töíng bùçng töíng
caác àaåo haâm. Theo vñ duå 5, dïî daâng chûáng minh àûúåc

 
1 1

( 1) ! ( 1) !

( 1) ( 1)

n n
n

n n

n n
y

x x 

 
 

 
.

* * *
Trong caác vñ duå úã trïn, caác àùåc trûng cuãa thuêåt

toaán àûúåc minh hoåa, thïí hiïån tñnh àún trõ, àêìu vaâo vaâ
àêìu ra, tñnh hiïåu quaã vaâ töíng quaát. Khi àoá, HS thöng
qua caác hoaåt àöång TDTT àïí hoaân thaânh baâi hoåc möåt
caách töët nhêët. Hún nûäa, TDTT khi àaä nhuêìn nhuyïîn
seä phaát triïín tû duy saáng taåo, kïët quaã daåy hoåc vaâ giaáo

duåc nhên caách cho HS ngaây caâng cao. GV cêìn dûåa
trïn nhûäng àùåc àiïím cuãa HS DTTS àïí coá phûúng
phaáp, caách thûác phuâ húåp nhùçm phaát triïín TDTT cho
caác em trong daåy hoåc Toaán úã trung hoåc phöí thöng
vuâng Têy Nguyïn. 
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Daåy hoåc tòm toâi - nghiïn cûáu baâi...
(Tiïëp  theo trang 56)

2.5. Baáo caáo, baão vïå kïët quaã nghiïn cûáu vaâ
húåp thûác hoáa kiïën thûác

GV yïu cêìu caác nhoám treo túâ giêëy Ao àaä coá kïët
quaã lïn baãng.

Àaåi diïån cuãa möîi nhoám treo túâ giêëy Ao àaä coá kïët
quaã, cêu traã lúâi lïn baãng.

GV chó àõnh àaåi diïån 1-2 nhoám HS baáo caáo kïët
quaã thñ nghiïåm, traã lúâi caác cêu hoãi khoa hoåc. HS caác
nhoám khaác nïu cêu hoãi phaãn biïån vaâ traã lúâi cêu hoãi
cuãa nhoám baån àïí baão vïå sûå àuáng àùæn cuãa kïët luêån
khoa hoåc.

 GV laâm troång taâi, giaãi thñch thïm vïì kïët quaã, chónh
sûãa thûá tûå, ngön ngûä khoa hoåc, thöëng nhêët bùçng caác
kïët luêån: - Àùåc àiïím aãnh cuãa möåt vêåt taåo búãi TKHT:
+ Vêåt àùåt ngoaâi khoaãng tiïu cûå cuãa TKHT cho aãnh
thêåt, ngûúåc chiïìu vúái vêåt; + Khi vêåt úã võ trñ lúán hún hai
tiïu cûå (d > 2f) cho aãnh thêåt, ngûúåc chiïìu beá hún vêåt;
+ Khi vêåt úã võ trñ bùçng hai lêìn tiïu cûå cho aãnh thêåt,
ngûúåc chiïìu vaâ bùçng vêåt; + Khi vêåt nùçm trong khoaãng
lúán hún tiïu cûå vaâ beá hún hai lêìn tiïu cûå (f < d < 2f)
cho aãnh thêåt, ngûúåc chiïìu, lúán hún vêåt; + Khi vêåt úã
trong khoaãng tiïu cûå (d < f) cho aãnh aão cuâng chiïìu,

lúán hún vêåt; - GV yïu cêìu HS tûå àöëi chiïëu, àaánh giaá
kïët quaã nghiïn cûáu (dûåa trïn kïët quaã phiïëu hoåc têåp)
vaâ ghi vaâo vúã.

* * *
Quaá trònh hònh thaânh kiïën thûác vïì “AÃnh cuãa möåt

vêåt taåo búãi TKHT” (Vêåt lñ 9), HS àûúåc traãi nghiïåm
nhêån thûác vïì vêën àïì nghiïn cûáu, àïì xuêët dûå àoaán, laâm
thñ nghiïåm kiïím tra trong caác trûúâng húåp khaác nhau
giûäa võ trñ cuãa vêåt so vúái thêëu kñnh, thu àûúåc tñnh chêët
aãnh tûúng ûáng; giuáp caác em tñch cûåc, tûå lûåc vaâ saáng
taåo trong caác giai àoaån hoåc têåp. 
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