Tap chi Nghién ciru Khoa hoc 2005:3 193-197 Truong Pai hoc Can Tho

VE NHOM CON CUA NHOM TUYEN TiNH TONG QUAT
TREN VANH CHINH QUY VON NEUMANN GIAO HOAN
CHUA NHOM CON CAC MATRAN PUONG CHEO

Phan Hoang Chon*
ABSTRACT

Let R be a commutative Von Neumann regular ring. In this paper we study the latice of
subgroups of general linear groups G=GLq(R) containing group D=Dx(R) of diagonal matrices.
We show that if R is a ring whose residue class fields all have at least seven elements, then D is a
fan subgroup of group G.
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TOM TAT

Cho R la vanh chinh quy Von Neumann giao hoan. Trong bai bao nay chlng t6i nghién ciru dan
cac nhém con ciia nhém tuyén tinh tong quat G=GLn(R) chira nhém con D=Dn(R) cua cic ma
tran dwong chéo. Chiing t6i chitng minh rang néu R la vanh c6 tdt cd cdc trieong thing dw déu
chita khéng it hon bdy phan tir, thi D la nhém con quat ciia nhém G.

Tir khéa: Nhém tuyén tinh tong qudt, nhém con quat

1 GIOI THIEU

Cho R 1a mét vanh c6 don vi bét ky, G=GLa(R) |& nhém tuyén tinh tong quat cic ma tran
kha nghich cap n>2 trén R, D=Dn(R) 12 nhém con cac ma tran duong chéo kha nghich cta
nhém G. Chung t6i quan tdm dén cac nhom con trung gian H gitta D va G. Vi R 1a mot
truong c6 khong it hon bay phan tir, dan cac nhoém con trung gian H duoc mo ta boi
(Borevich Z. 1., 1976). Sau d6, két qua nay duoc mé rong cho vanh nira dja phuong
(khong can giao hoan), trong (Borevich Z. I. and N. A. Vavilov, 1978), va trén vanh
chinh quy Von Neumann giao hoén thoéa diéu kién (®) trong (Bui Xuan Hai and T. N.
Hoi, 1994). Két qua ciia bai bao nay 1a mot cach mé ta dan cac nhém con trung gian cho
trudng hop vanh chinh quy Von Neumann giao hoan (khdng can cé diéu kién (®)).

V6i két qua cua (Borevich et al, 1976 ; 1978), (Hai et al, 1994), dan cac nhoém con trung
gian H duoc mé ta theo ngdn ngi lwdi (net) va nhém con hedi (net subgroup). Cu thé, voi
mot sd gia thiét, moi nhém con H, D <H <G, ton tai duy nhat mot D-luéi o cip n sao
cho G(o)<H < N(o), trong d6 N(o) 13 chuan hoéa tir caa nhém con D-ludi G(o)
trong G.

Nhic lai: Cho D la mét nhém con cia nhém G. Ho cdc nhém con trung gian gitka D va
G, {G,,N_}, trong d6 N la chudn héa tir cia G,,, dwoc goi la mét quat ciia nthém con
D néu véi moi nhém con trung gian H déu ton tai duy nhdt mét chi sé a sao cho
G, <H <N_. Nhom con D cua G co quat dwoc goi la nhom con quat.

Cac két qua trong (Borevich et al, 1976; 1978), va (Hai et al, 1994), nhom con cac ma
tran duong chéo D 1a nhém con quat ciia nhém tuyén tinh tong quat G.

Két qua chinh cta bai bao 1a dinh 1y sau:

1 B4 mon Toan, Khoa Khoa hoc.
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Pinh Iy. Cho R 14 vanh chinh quy Von Neumann giao hodn vdi tdt cd cdc truong thing
dur khéng it hon bay phan tir. Khi d6, D = D, (R), n>2, nhém cic ma trdn dwong chéo, la

nhém con quat ciia nhém G = GL, (R), nhém tuyén tinh tong qudt cdc ma trdn cdp n trén R,
Trong bai bao nay chung t6i ding cac ky hiéu sau: R 1a vanh c6 don vi bat ky; R 1a nhém
cac phan tir kha nghich cta R; | 1a ma tran don vi; ejj 1a ma tran véi 1 & vi tri (i) cac vi tri
con lai bang 0; tij(X) 1a phép co so cap (transvection), tij(x)=1+xej;, xeR.

2 MOT SO KET QUA TREN VANH CHINH QUY VON NEUMANN GIAO HOAN

Muc nay gidi thiéu vé vanh chinh quy Von Neumann, unit-chinh quy, dic biét 1a trong
truong hop giao hoan, va mot vai tinh chat can cho sau nay.

Dinh nghia 2.1 Mot vanh c6 don vi R la vanh chinh quy VYon Neumann (fwong vng unit-
chinh quy) néu véi moi x € R ton tai ye R (twong img ye R") sao cho Xyx=x.
Véi vanh chinh quy Von Neumann ta c6 két qua sau:

Dinh 1y 2.1 (Xem Goodeal. K. R, 1991, H¢ qua 4.2). Moi vanh chinh quy Von Neumann
giao hodn déu la unit-chinh quy.

Chu y rang moi phan tir trong vanh unit-chinh quy déu phan tich dugc thanh tong hai
phan tu kha nghich.

Cho R 1a mét vanh chinh quy Von Neumann giao hoan, va M ={M_ : a € Q}1a tap tit ca
céc ideal t6i dai cia R. Khi d6 ta dit
P=T]R/M,
aeQ
1a tich tryc tiép ctia cac trudng.

Xét dong cau vanh f :R — P bién x> (x+M ). Dé thay rang nhan cia f 14 giao cua
tat ca cac ideal toi dai cia R, bang Radical Jacobson. Vi Radical Jacobson cua R 1a khong
(xem Goodeal et al, 1991, H¢ qua 2.1 (c)), nén f la don cau tir R vao P. Vay R co thé

duogc xem la vanh con chtra don vi cua tich truc tiép cia cac truong

P=T]R/M,
aeQ)
3 KET QUA TREN TiCH TRUC TIEP CUA CAC TRUONG

Dan cac nhom con trung gian cua nhom tuyén tinh tong quat chira nhom con céc ma tran
duong chéo trén tich truc tiép cua cac truong duoc suy ra tir két qua trong (Borevich et al,
1976).

3.1 Lwdi va nhém con luéi
Cho R 1a mét vanh c6 don vi bat ky.
Pinh nghia 3.1. Véi s6 tw nhién n, mét bang vudéng cip n o = (o;)1<i,j<n, cac

ideal hai phia o; ciia R, dwoc goi la mot ludi cac ideal ciia R cdp n néu

05 0,j & Tjj

1)
Vi moi gid tri khdc nhau i, j va r. Néu thém o, =R véi moi i=1,2,...,n thi ludi o dwoc
goi la mot D-luoi.
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Véi lu6i o bat ky, ta ky hiéu

M(o) ={a=(a;):a; €0y, Vi, j}
Do (1) nén M (o) 1a mot vanh con cia M (R). Hién nhién ma tran don vi | chta trong
M (o) khi va chi khi o 12 mét D-luéi. Tap 1 +M(c)={l +a:ae M (o)} 1a mot hé
théng nhan. V&i mdi D-1uéi o, M (o) = | + M (o).
Pinh nghia 3.2. Cho o ld mét ludi cdc ideal ciia R cdp n bat ky. Nhom con I6m nhdt ciia
G =GL,(R) chita trong | + M () duwoc goi la nhém con ludi ciia G lién két véi luéi o
va ky hiéula G(o). Néu o 1a D-ludi, thi G(o) dwoc goi la nhém con D-lidi.
Cho R 1a mot vanh thoéa véi moi phén tir cia R déu phén tich dugc thanh tong cua hitu han
c4c phan tir kha nghich trong R. Cho H 1a nhém con ciia nhém G = GL, (R), chira nhom
con D =D, (R) cac ma tran dudng chéo. V&i mdi cip i va j khac nhau ta dit

o; ={xeR:t;(x) eH}

Dé théy oy la ideal clia R va o, =R voi moi i=1,2,...,n. Do d6 ta c6 mot D-ludi

o =(oy) cap n cac ideal ideal ciia R. Ta goi no 1a D-ludi lién két véi H.

Vé6i K 1a truong ¢ khong it hon bay phan tir thi ta c6 két qua sau.
Pinh 1y 3.1. (Borevich et al, 1976) Cho K 1a truong cé khéng it hon bay phan tie. H 1a
nhom con cua G =GL,(K),n>2, chita nhom con D = D, (K) cdc ma trgn dwong chéo.
Néu o la mét D-ludi lién két véi H, thi
trong @6 N (o) la chudn héa tir cia nhém con D-luéi G(o). Ngwoc lai, néu (2) théa véi
mét D-ludi o, thi o 1a D-ludi lién két véi H.
Cho P la tich tryc tiép cua c4c truong P=T]K,
aeQ)

trong 6 K, 1a cac truong. Xét dong ciu

f:M,(P)>[IM,(K,)

(@) = (@&).)

trong d6 a;f € K, la4nh ciia (a“); quaphép chiéu Ién K,. D&thdy f 1a mot dang céu
vanh, do dé, n6 cam sinh mét dang ciu nhém

GL,(P)=[JGL,(K,)
aeQ) . (3)

3.2 Két qua trong tich trye tiép ciia cc truong

Pinh 1y 3.2. Cho P la tich truc tiép ciia cdc truong c6 khong it hon bay phan tir. H 12
nhom con cua G =GL,(P),n> 2, chita nhom con D =D, (P) cdc ma tran dwong chéo.
Néu o la mét D-ludi lién két véi H, thi

G(o)<H <N(o) (4)
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trong @6 N (o) la chudn héa tir cia nhém con D-luéi G(o). Newoc lai, néu (4) théa véi
mot D-ludi o, thi o 1& D-ludi lién két voi H.

Chirng minh. Do (3) nén véi mdi nhém con H cua G chira D déu ton tai duy nhat nhém
con H, cua G, =GL,(K,) chttanhom D, =D, (K,) sao cho

H=]]H..

aeQ
Do K, la truong c6 khong it hon bay phan tir, nén theo Dinh ly 3.1, ton tai duy nhat mot
D, —luéi o, cacideal ciia K, cip n lién két véi H_, sao cho

G(o,)<H, <N(s,) (5)

trong @ N(o,) la chuan hoa tir ciia nhém con D, —luéi G(o,) trong G, .

bat o= Haa

aeQ)
la mot D-luéi cac ideal cua P cap n lién két voi H thoa
G(o)<H < N(o).

Tinh duy nhét ctia D-ludi o suy ra tir tinh duy nhat ciia cac D, —ludi o, .

4 KET QUA CHINH TREN VANH CHINH QUY VON NEUMANN

B6 dé 4.1. Cho R la mét vanh con chira don vi 1 ciia vanh S. Néu cdc nhém con trung
gian H' cua G'=GL,(S) chita nhom con dwong chéo D'=D,(S) thoa ket ludn cua
Binh Iy 3.1, thi ton tai mét ho cic nhém con trung gian {G,_,,N_ = N4 (G,)} théa, véi
moi nhém con trung gian H giita, D = D, (R) va G = GL, (R), ton tai duy nhdt chi s6 o
sao cho

G <H<SN._.
o g (6)

Chirng minh. Vi véi D<H <G, thi H'= <D'; H> la nhom con trung gian gitta D' va
G', nén ton tai duy nhat mot D'-ludi o = (o) céc ideal cia S, lién két véi H', sao cho

G(o)<H'<N(o). @)
bit G, =G(o)nH. Rdrang G, <H.
Véimoi xe H, thi xe H', boi (7), nén
G =(G(o)nH)" =G(c)* "nH* =G(c)nH =G,.
Vay, H<N_,=N;(G,).
Vivéimdi H, H' 1a duy nhit nén o 1a duy nhat.

B dé da dugc ching minh.
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Pinh 1y 4.1. Cho R la vanh chinh quy Von Neumann giao hodn véi tat ca cdc truong
thang duw déu c6 khéng it hon bdy phan tir. Khi d6 D = D, (R), n>2, nhom cdc ma trdn

dwong chéo, la nhém con quat ciia G = GL, (R), nhom tuyén tinh tong qudat trén R.

Chtrng minh. Theo gia thiét thi R xem nhu mét vanh con chira don vi cta tich truc tiép
cua cac truong
P=[]K..

aeQ

trong d6 K_,Va € Q, 1a cac truong c6 khong it hon bay phan tir. Do d6, 4p dung Pinh
ly 3.2 va B6 dé 4.1, dinh 1y duoc chirg minh.

TAI LIEU THAM KHAO

Borevich Z. 1., 1976, A description of the subgroups of the general linear group that contain the group
of diagonal matriecs. in: Zap. Nauc. Sem. Leningr. Otd. Math. Inst., vol. 64, pp. 12-29.

Borevich Z. 1. and N. A. Vavilov, 1978, Subgroups of general linear group over a simelocal ring
containing the group of diagonal matrices. in: Trud. Math. Inst. Steklov., vol. 148, pp. 43-57.

Bui Xuén Hai, 1990, Nhom tuyén tinh, NXB Dai hoc Quéc gia TP. H6 Chi Minh.

Bui Xuan Hai and T. N. Hoi, 1994, On subgroups of the general linear group over a commutative VVon
Neumann regular ring. in: Ata Math. Vietnamica, vol. 19, pp. 19-30.

Goodeal K. R., 1991, Von Neumann regular rings, Malabar, Florida.
Hahn A. L. and O. T. O’Meara, 1989, The classical groups and K-theory, Springer, New York.
Lam T. Y., 1991, A course in non-commutative rings, GMT No. 131, Springer-Verlag.

197



