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ABSTRACT 

In this paper, a variant of the balanced optimization problem, where 
the knapsack constraint is associated, is considered. To solve this 
problem, a special structure of the feasible solutions is explored. 
Based on this investigation, a dynamic approach is developed to solve 
the mentioned problem in linear time. 

TÓM TẮT 

Trong bài báo này, một biến thể của bài toán tối ưu cân bằng với ràng 
buộc có dạng xếp ba lô được nghiên cứu. Để giải quyết bài toán, một 
cấu trúc đặc biệt của tập các phương án chấp nhận được chỉ ra. Dựa 
vào đó, một thuật toán quy hoạch động được đề xuất để giải bài toán 
đã nêu trong thời gian đa thức. 

Trích dẫn: Võ Nguyễn Minh Hiếu, Trần Thủ Lễ và Nguyễn Ngọc Đăng Duy, 2019. Thuật toán quy hoạch 
động cho bài toán xếp ba lô cân bằng {0,1}. Tạp chí Khoa học Trường Đại học Cần Thơ. 55(5A): 
82-87. 

1 MỞ ĐẦU 

Tối ưu tổ hợp đóng một vai trò quan trọng trong 
lĩnh vực vận trù học với những ứng dụng đã được 
kiểm chứng trong thực tế. Một số hướng nghiên cứu 
quan trọng của tối ưu tổ hợp là bài toán quy hoạch 
tuyến tính (Kamarkar et al., 1989; Danzig and 
Thapa, 2003), quy hoạch nguyên (Wolsey et al., 
1998), bài toán người bán hàng (Laporte and 
Martello, 1990; Arora et al., 1998; Applegate et al., 
2007; Zia et al., 2017), bài toán xếp ba lô (Martello 
and Toth, 1990; Martello et al., 2000; Pisinger et al., 
2004), bài toán cây khung tối tiểu (Zhong et al., 
2015), bài toán vị trí (Kariv and Hakimi, 1979a, 
1979b), bài toán ngược của bài toán vị trí (Nguyen 
and Vui, 2016; Nguyen et al., 2018; Nguyen, 2019; 

Nguyen et al., 2019) và một số bài toán tối ưu khác 
trên mạng lưới đồ thị (Danzig et al., 1959). 

Trong bài báo này, bài toán tối ưu cân bằng với 
ràng buộc có dạng xếp ba lô được nghiên cứu. Mô 
hình của bài toán tối ưu cân bằng (balanced 
optimization problem) gồm có một tập các dự án, 
mỗi dự án nếu được triển khai cần đầu tư một lượng 
vốn tương ứng. Bài toán đặt ra đó là tìm một tập các 
dự án để triển khai sao cho độ lệch lớn nhất giữa các 
chi phí đầu tư là nhỏ nhất. Martello et al. (1984) đã 
chỉ ra rằng bài toán có thể giải quyết trong thời gian 
đa thức nếu bài toán tối ưu cổ chai (bottleneck 
optimization problem) tương ứng có thể giải được 
trong thời gian đa thức.  
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Một tình huống thực tế khác đó là bài toán xếp 
ba lô (knapsack problem). Cho trước n dự án, mỗi 
dự án gắn liền với một khoản lợi nhuận và chi phí. 
Câu hỏi đặt ra là, trong phạm vi ngân quỹ cho trước, 
nên đầu tư vào những dự án nào để lợi nhuận đạt 
được là lớn nhất. Bài toán này được gọi là bài toán 
xếp ba lô {0, 1} (Pisinger et al., 2004). 

Mặc dù bài toán xếp ba lô {0, 1} và bài toán tối 
ưu cân bằng là hai bài toán nổi tiếng trong lĩnh vực 
tối ưu tổ hợp và cấu trúc của chúng bằng cách này 
hay cách khác liên quan mật thiết đến nhau nhưng 
đến giờ mối quan hệ này vẫn chưa được nghiên cứu. 

Bài báo này xem xét một bài toán với mô hình 
có dạng tổ hợp của hai bài toán trên, gọi là bài toán 
cân bằng với ràng buộc xếp ba lô. Ví dụ, xét mô hình 
đầu tư gồm n  dự án. Mỗi dự án được cho tương ứng 

với một mức lợi nhuận ia  và một mức chi phí đầu 

tư ic . Bài toán cân bằng với ràng buộc xếp ba lô sẽ 

chỉ ra cần đầu tư vào những dự án nào để mức chênh 
lệch lớn nhất giữa các chi phí đầu tư là nhỏ nhất 
trong khi vẫn giữ mức tổng lợi nhuận từ các dự án 
được đầu tư không nhỏ hơn một mức sàn định trước. 
Mô hình bài toán này giúp đảm bảo sự công bằng 
trong việc góp vốn đầu tư trong khi vẫn đảm bảo lợi 
ích tổng thể. 

Bài báo được trình bày thành các phần như sau: 
phần 2 giới thiệu những khái niệm mở đầu và định 
nghĩa của bài toán xếp ba lô {0, 1} và bài toán tối 
ưu cân bằng nhằm giúp độc giả nắm được mô hình 
của các bài toán này cũng như ý nghĩa lịch sử của 
chúng; phần 3 là kết quả nghiên cứu chính của bài 
báo, trình bày thuật toán quy hoạch động cho bài 
toán cân bằng với ràng buộc xếp ba lô; ở cuối phần 
3, một ví dụ số được trình bày nhằm minh họa chi 
tiết cho thuật toán; phần cuối cùng là kết luận về kết 
quả đạt được trong bài báo và đề xuất một số hướng 
nghiên cứu tiếp theo. 

2 BÀI TOÁN XẾP BA LÔ {0, 1} VÀ BÀI 
TOÁN CÂN BẰNG 

Trong phần này, mô hình toán học của bài toán 
xếp ba lô dạng {0, 1} và bài toán tối ưu cân bằng 
được gới thiệu và làm rõ ý nghĩa của chúng. 

2.1 Bài toán xếp ba lô {0, 1} 

Bài toán xếp ba lô (còn được biết đến với tên gọi 
bài toán cái túi) (knapsack problem) là một bài toán 
thuộc lĩnh vực tối ưu hóa tổ hợp. Bài toán này có 
nhiều phiên bản nhưng đều đề cập đến một vấn đề 
chung đó là cần chọn những món đồ nào để xếp vào 
trong một cái ba lô có giới hạn về khối lượng để 
mang đi sao cho một tiêu chí nào đó được tối ưu 
(như giá trị, nhu cầu sử dụng, …). Bài toán xếp ba 
lô dạng {0, 1} là bài toán xếp ba lô với số lượng mỗi 

đồ vật là bằng 1. Khi đó mỗi vật tương ứng với 1 
nếu được chọn và tương ứng với 0  nếu không được 
chọn. 

Bài toán được phát biểu dạng toán học như sau: 
Giả sử ta có n  đồ vật: 1, 2, ..., ,n mỗi đồ vật i  có một 

giá trị ci  và một khối lượng ai . Khối lượng tối đa 

mà ta có thể mang trong ba lô là .b  Bài toán xếp balô 
{0,1}  yêu cầu chọn ra một số đồ vật từ n  đồ vật sao 

cho tổng khối lượng không vượt quá một khối lượng 
cho trước, đặt là b , và tổng giá trị của các đồ vật 
được chọn là lớn nhất. 

Bài toán được phát biểu dưới dạng sau: 

Tìm { }max cii S
å
Î

, với ,S E  a bii S
 


. 

Trong đó  1, ...,E n  là tập hợp tất cả các đồ 

vật ban đầu, S  là tập các vật được chọn. 

2.2 Bài toán tối ưu cân bằng 

Chúng ta hãy bắt đầu với một tình huống như 
sau: Giả sử rằng một đại lý du lịch ở Hoa Kỳ đang 
lên kế hoạch để tổ chức một chương trình gồm các 
chuyến du lịch đến Châu Âu. Mỗi đại lý trong n  đại 
lý ở Châu Âu đều đề nghị một chuyến du lịch đến 
mỗi nước trong n  nước. Mỗi chuyến đi được đề 
nghị bởi đại lý i  cho nước j  tương ứng với một 

khoảng thời gian đã được lên kế hoạch trước. Lúc 
này, đại lý ở Hoa Kỳ mong muốn đưa ra một chương 
trình cho n  chuyến du lịch theo cách như sau: mỗi 
chuyến đi được đề nghị tới một nước và được chọn 
từ danh sách các nước được đề nghị từ các đại lý ở 
Châu Âu. Bài toán đặt ra là tìm tập hợp các chuyến 
đi sao cho độ chênh lệch thời gian của chuyến đi dài 
nhất và chuyến đi ngắn nhất được cực tiểu hóa. Điều 
này là hoàn toàn cần thiết vì để đảm bảo sự công 
bằng về lợi ích của khách hàng và hạn chế tối đa sự 
so sánh khi lựa chọn chuyến đi. 

Xét một mô hình khác gồm n  công nhân và n  
công việc, trong đó mỗi công nhân được phân công 
để hoàn thành một công việc. Một câu hỏi được đưa 
ra đó là phải phân công công việc như thế nào để 
tổng thời gian hoàn thành tất cả các công việc là ít 
nhất. Tuy nhiên, trong thực tế có một vấn đề đặt ra 
là, nếu mức độ chênh lệch về thời gian hoàn thành 
công việc (do khối lượng công việc, độ khó công 
việc…) là quá lớn thì sự phân công của chúng ta có 
vẻ không công bằng đối với một số công nhân. Vì 
vậy, một câu hỏi khác được đặt ra đó là làm sao để 
bình đẳng hóa việc phân công.  

Những ví dụ nêu trên với câu hỏi phải phân công 
như thế nào chính là bài toán gán (assignment 
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problem), được nghiên cứu và giải quyết bởi thuật 
toán Hungarian (Kuhn, 1955, 1956). Một bài toán 
gán ứng với yêu cầu đạt được sự cân bằng nào đó 
được gọi là bài toán gán cân bằng. Bài toán gán cân 
bằng chính là một dạng đặc biệt của bài toán tối ưu 
cân bằng. 

Bài toán tối ưu cân bằng (balanced optimization 
problem) lần đầu tiên được đề xuất bởi Martello et 
al. (1984). Các tác giả đã chỉ ra rằng bài toán cân 
bằng có thể giải được trong thời gian đa thức nếu bài 
toán tối ưu cổ chai tương ứng có thể giải trong thời 
gian đa thức. Hơn nữa, các tác giả còn đề xuất một 
thuật giải cho bài toán gán cân bằng với độ phức tạp

 4
O n . 

Một cách tổng quát, bài toán tối ưu cân bằng đề 
cập đến các vấn đề có mô hình như sau: Giả sử rằng 
mỗi đối tượng được xem xét của bài toán đều được 
liên kết với một chi phí cho trước. Chúng ta mong 
muốn tìm được một phương án chấp nhận được sao 
cho độ chênh lệch giữa chi phí cao nhất và chi phí 
thấp nhất là bé nhất. 

Ta phát biểu lại bài toán dưới dạng toán học. Giả 
sử ta được cho trước một tập hữu hạn E , và các chi 

phí ,c i Ei   và họ F những tập con của E  thỏa mãn 

những ràng buộc cho trước nào đó. Bài toán tối ưu 
cân bằng yêu cầu tìm một phương án chấp nhận 

được *S F là nghiệm của bài toán tối ưu: 

    min max : min : :c i S c i S S Fi i    .  

3 BÀI TOÁN CÂN BẰNG VỚI RÀNG 
BUỘC XẾP BA LÔ VÀ THUẬT TOÁN 

Trong phần này, bài toán tối ưu cân bằng với 
ràng buộc xếp ba lô được tập trung nghiên cứu. Xét 
một bài toán cụ thể với mô hình đầu tư kinh doanh 
đối với n  dự án cho trước. Để đầu tư vào một dự án 
nào đó, nhà đầu tư cần bỏ ra một mức chi phí gọi là 
vốn đầu tư ban đầu tương ứng với dự án đó. Bài toán 
đặt ra đó là cần đầu tư vào những dự án nào sao cho 
mức chênh lệch lớn nhất giữa các chi phí đầu tư là 
nhỏ nhất, đồng thời, tổng lợi nhuận từ các dự án 
được đầu tư không thấp hơn một mức lợi nhuận đã 
lên kế hoạch trước. Việc đề xuất một phương án đầu 
tư như vậy là cần thiết nhằm giảm thiểu tối đa sự 
chênh lệch trong việc góp vốn đầu tư vào các dự án 
trong khi vẫn đảm bảo lợi ích tổng thể. 

Cho một tập nền là tập các chỉ số 

{ }1, 2, ...,E n= , trong đó mỗi chỉ số i  được gắn 

tương ứng với một chi phí không âm ic và một trọng 

số (lợi nhuận) không âm ia . Mỗi tập con khác rỗng 

của E  được gọi là một phương án. Trong bài toán 
tối ưu cân bằng, yêu cầu đặt ra là tìm một phương 
án S , làm cực tiểu hóa độ lệch lớn nhất của các chi 
phí tương ứng với tập S , 

( ) max min .f S c ci ii S i S
= -

Î Î
 

Một phương án hữu hiệu là một phương án S  
có tổng lợi nhuận không nhỏ hơn một số cho trước 

b , nghĩa là, a bi S i  . Khi đó bài toán xếp ba lô 

cân bằng {0, 1} có thể được phát biểu: Tìm một 
phương án hữu hiệu S  làm cực tiểu hóa hàm ( )f S

. Hay 

{ }min ( ) max min : ,f S c c S E a bi i ii S i S i S
å= - Ì ³

Î Î Î
 

Phương án tối ưu là nghiệm của bài toán xếp ba 
lô cân bằng {0, 1}, hay có thể nói phương án tối ưu 
là một phương án hữu hiệu làm cực tiểu hàm ( )f S , 

ký hiệu là 
*S . Rõ ràng, bài toán là vô nghiệm nếu

a bi E i  . Do đó, từ đây trở về sau ta sẽ giả sử 

bài toán có nghiệm, nghĩa là, a bi E i  . Hơn thế 

nữa, không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử rằng 

1 2
.
n

c c c£ £¼£ Mệnh đề sau đây chỉ ra cấu 

trúc đặc biệt của một lớp các phương án tối ưu. 

Mệnh đề 2.1 Tồn tại một phương án tối ưu 
*S  

của bài toán xếp ba lô cân bằng {0,1} sao cho nếu 
*

, ,r S ss rÎ £  thì 
*

i SÎ  với mọi i  thỏa 

.r i s    

Chứng minh  

Cho trước một phương án tối ưu 
*S , ta xây 

dựng một phương án 

*
: { : }'S S i E r i s= È Î £ £ . 

Khi đó, phương án 'S  là phương án hữu hiệu. 

Thật vậy, vì 
*

'S SÌ  nên  

*'a a bi S i Si iå å³ ³Î Î . 

Theo giả sử, các giá trị ic  được sắp xếp theo thứ 

tự không giảm nên
*

( ') max min max min ( )
' ' * *

f S c c c c f Si i i ii S i S i S i S
= - = - =

Î Î Î Î
. 

Vậy 'S  cũng là phương án tối ưu cho bài toán 
xếp ba lô cân bằng {0,1}.  
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Một phương án thỏa điều kiện trong Mệnh đề 2.1 
được gọi là phương án đầy đủ, nghĩa là, trong 
phương án này các phần tử có các giá trị tương ứng 
nằm trong đoạn từ giá trị bé nhất đến giá trị lớn nhất 
đều được lựa chọn. Vậy rõ ràng mỗi phương án đầy 
đủ S  sẽ tương ứng với một cặp chỉ số { , }r s  duy 
nhất sao cho { , ..., }S r s . 

Cho trước một chỉ số ,r 1 r n  . Gọi s là chỉ 

số nhỏ nhất tương ứng với r sao cho ,.., a bi r s i 

. Một phương án đầy đủ ứng với cặp chỉ số{ , }r s
như vậy sẽ được gọi là phương án đầy đủ tối tiểu. 
Mệnh đề sau đây chỉ ra rằng tồn tại một phương án 
tối ưu là một phương án đầy đủ tối tiểu. 

Mệnh đề 2.2 Tồn tại một phương án tối ưu của 
bài toán xếp ba lô cân bằng {0,1} sao cho phương 
án đó là phương án đầy đủ tối tiểu. 

Chứng minh  

Gọi { }, . .
*

. ,rS s= là một phương án tối ưu đầy 

đủ của bài toán xếp ba lô cân bằng{0,1}  và 
*S

không là một phương án đầy đủ tối tiểu. Ta sẽ chỉ ra 

rằng 
*S  có thể thu hẹp thành một tập 'S  sao cho 

'S  vừa là một phương án tối ưu vừa là một phương 
án đầy đủ tối tiểu. Thật vậy, gọi 's  là chỉ số nhỏ 

nhất sao cho ,.., ' a bi r s i  , 's r . Do *S không 

là một phương án đầy đủ tối tiểu nên 's s . Khi 

đó, rõ ràng *
( ') ( )'f S c c c c f Sr s rs     . Vậy 

{ }' : , ..., 'rS s=  là một phương án đầy đủ tối tiểu và 
tối ưu.   

Mệnh đề sau đây chỉ ra rằng các phương án đầy 
đủ tối tiểu được sắp ‘thứ tự’. 

Mệnh đề 2.3 Cho { , ..., }S r s  và ' { ', ... '}S r s  
là các phương án đầy đủ tối tiểu sao cho
1 'r r n   . Khi đó 's s . 

Chứng minh  

Chú ý rằng s là chỉ số nhỏ nhất sao cho 

,.., a bi r s i  . Ta giả sử phản chứng rằng 's s . 

Khi đó, 
' '

'

s s
a a bi ii r i r

  
 

. Điều này mâu thuẫn với 

tính nhỏ nhất của chỉ số .s  Mệnh đề được chứng 
minh.                         

Trên cơ sở những mệnh đề vừa được chứng 
minh, chúng ta sẽ xây dựng một thuật toán để giải 
bài toán tối ưu cân bằng với ràng buộc xếp ba lô. 

Ý tưởng thuật toán: 

Cho bài toán xếp ba lô cân bằng {0, 1} với giả 

sử 1,..., a bi n i   và 1 2 cnc c£ £ ¼ £ . Với mỗi 

chỉ số r , 1 r n  , ta tìm một chỉ số s  sao cho 
{ , ...., }S r s  là một phương án đầy đủ tối tiểu. Sau 

đó, với mỗi 'r r , ta tìm chỉ số 's , 's s n   sao 
cho ' { ', ...., '}S r s  cũng là một phương án đầy đủ 
tối tiểu, .... Cứ tiếp tục như vậy, ta sẽ tìm được tất cả 
các phương án đầy đủ tối tiểu, { , ...., }S r s , 

' { ', ...., '}S r s ,… Bằng cách chọn giá trị mục tiêu 
( )f S  nhỏ nhất trong số các phương án đầy đủ tối 

tiểu, ta thu được giá trị tối ưu của bài toán. 

Thuật toán 2.4: Giải bài toán cân bằng {0,1}-
knapsack. 

Input: Một bài toán cân bằng {0,1}-knapsack 

thỏa mãn 1,..., a bi n i   và tập các chi phí đã được 

sắp 1 2 cnc c£ £ ¼ £ . 

Set : 0s = , : 0sum  , min :  , :Sol none . 

For 1r    to n  do 

 While sum b  and s n  do 

 : 1s s    

                    :sum sum as    

 Endwhile 

                   If sum b  do 

                        If minc cs r   do 

                            min : c cs r    

                             : ,sol r s  

 Endif 

 Else 

                         If s n  do break 

       Endif 

       :sum sum ar    

Endfor 

Output: Một giá trị cân bằng tối ưu (min) và một 
cặp chỉ số tối ưu (Sol). 

Do mỗi bước của thuật toán tốn thời gian hằng 
nên độ phức tạp của thuật toán là tuyến tính. Việc 

sắp thứ tự các chi phí ic  tốn thời gian ( log )O n n  

(Hoare, 1962). Ta thu được kết quả về độ phức tạp 
của Thuật toán 2.4 trong định lí sau: 
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Định lí 2.5 Bài toán xếp ba lô {0, 1} cân bằng 
được giải trong thời gian ( log )O n n . 

Ví dụ cụ thể sau đây nhằm minh họa cho Thuật 
toán 2.4. 

Ví dụ 2.6 Cho dữ liệu đầu vào như sau: (dãy ic  

đã được sắp thứ tự) 

11c    32c   43c   64c   85c   116c   

51a   22a   33a   54a   45a   66a   

Với 12b   và 6n  . 

Ví dụ số minh họa cho thuật toán 2.4: 

Input: Bài toán cân bằng {0,1}-knapsack thỏa 

mãn 1,..., a bi n i   và tập ic  đã được sắp 

1 2 cnc c£ £ ¼ £ . 

Vòng lặp 1 ( 1r  ) 

 (While) 

Vì 0 ; 0sum b s n     nên 

: 1 1; : 5.1s s sum sum a        

Vì 5 ; 1sum b s n     nên 

: 1 2; : 7.2s s sum sum a       

Vì 7 ; 2sum b s n     nên 

: 1 3; : 10.3s s sum sum a       

Vì 10 ; 3sum b s n     nên 

: 1 4; : 15.4s s sum sum a       

 (Endwhile) 

 (If)  

Vì 15sum b   nên 

Xét 5 min4 1c c c cs r       

Thực hiện: min : 5 ; : {1; 4}.Sol    

 (Endif) 

 : 10.1sum sum a     

Vòng lặp 2 ( 2r  ) 

 (While) 

Vì 10 , 4sum b s n     nên  

: 1 5; : 14.5s s sum sum a       

 (Endwhile) 

 (If) 

  Vì 14sum b   nên 

Xét 5 min5 2c c c cs r      

 (Điều kiện không thỏa mãn, thuật toán chuyển 
đến bước tiếp theo) 

 (Endif) 

 : 12.2sum sum a    

Vòng lặp 3 ( 3r  ) 

 Vì 12sum b   nên lệnh While  không 
update giá trị mới. 

 (If) 

  Vì 12sum b   nên 

 Xét 4 min5 3c c c cs r      

 Thực hiện: min : 4; : {3; 5}.Sol   

 (Endif) 

 3: 9.sum sum a    

Vòng lặp 4 ( 4r  ) 

 (While) 

 Vì 9 , 5sum b s n     nên 

: 1 6; : 15.6s s sum sum a       

 (Endwhile) 

 (If) 

  Vì 15sum b  nên 

Xét 5 min6 4c c c cs r      

 (Điều kiện không thỏa mãn, thuật toán chuyển 
đến bước tiếp theo) 

 (Endif) 

 : 10.4um sum as     

Vòng lặp 5 ( 5r  ) 

 Vì s n  nên lệnh While không cập nhật giá 
trị mới. 

 (If)  

 Vì 10sum b  và s n  nên thuật toán 
không cập nhật giá trị mới và dừng lại. 

 (Endif) 

Ouput: min 4  và {3, 5}Sol  . 
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Vậy giá mục tiêu tối ưu của bài toán tối ưu cân 
bằng với dữ liệu cho trong Ví dụ 2.6 là min 4  ứng 

với phương án tối ưu 
*

{3, 4, 5}S  . 

4 KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, nghiên cứu Bài toán tối ưu 
cân bằng với ràng buộc có dạng xếp ba lô cho thấy 
bài toán có thể giải trong thời gian ( log )O n n  do 

tác động của việc sắp thứ tự các chi phí. Một câu hỏi 
thú vị được đặt ra đó là liệu ta có thể cải thiện độ 
phức tạp của thuật toán về thời gian tuyến tính, tức 
là giải bài toán mà không thông qua việc sắp thứ tự. 
Hơn thế nữa, các kĩ thuật chứng minh trong bài báo 
có tiềm năng được tiếp tục nghiên cứu, phát triển, 
mở rộng và bổ sung,… để giải quyết những bài toán 
tối ưu cân bằng khác, ví dụ, bài toán gán cân bằng, 
bài toán cây bao trùm cân bằng, bài toán ngược của 
bài toán tối ưu cân bằng. 
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