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ABSTRACT

In this paper, a variant of the balanced optimization problem, where
the knapsack constraint is associated, is considered. To solve this
problem, a special structure of the feasible solutions is explored.
Based on this investigation, a dynamic approach is developed to solve
the mentioned problem in linear time.

TOM TAT

Trong bai bao nay, mot bién thé ciia bai toan téi wu can bang véi rang
bugc ¢ dang xép ba 16 dwoc nghién ciu. Pé gidi quyét bai todn, mot
cau triic déc biét ciia tdp cac phieong dn chap nhin duogc chira. Dua
vao do, mot thudt toan quy hoach dong duwoc dé xudt dé gidi bai todan

da néu trong thoi gian da thirc.

Keywords:
Balance problem, dynamic
programing, knapsack problem

Trich dan: V5 Nguyén Minh Hiéu, Tran Thii L& va Nguyén Ngoc Déng Duy, 2019. Thuit toan quy hoach
dong cho bai toan xép ba 16 can bang {0,1}. Tap chi Khoa hoc Truong Pai hoc Can Tho. 55(5A):

82-87.
1 MO PAU

Tbi wu t6 hop dong mot vai trd quan trong trong
linh vuc van tru hoc véi nhitng tng dung da dugc
kiém chimg trong thuc té. Mot s& huéng nghién ctiru
quan trong cta toi wu td hop 14 bai toan quy hoach
tuyén tinh (Kamarkar et al, 1989; Danzig and
Thapa, 2003), quy hoach nguyén (Wolsey et al.,
1998), bai toan nguoi ban hang (Laporte and
Martello, 1990; Arora et al., 1998; Applegate et al.,
2007; Zia et al., 2017), bai toan xép ba 16 (Martello
and Toth, 1990; Martello et al., 2000; Pisinger et al.,
2004), bai toan cdy khung tdi tiéu (Zhong et al.,
2015), bai toan vi tri (Kariv and Hakimi, 1979a,
1979b), bai toan nguoc cta bai toan vi tri (Nguyen
and Vui, 2016; Nguyen et al., 2018; Nguyen, 2019;
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Nguyen et al., 2019) va mdt s6 bai toan t6i wu khéc
trén mang ludi d6 thi (Danzig et al., 1959).

Trong bai bao nay, bai toan tdi uu can bang véi
rang budc c6 dang xép ba 16 duoc nghién ciru. Mo
hinh cta bai toan t6i wu can bang (balanced
optimization problem) gom c6 mot tap cac du an,
moi du 4n néu duge trién khai can dau tu mot lugng
von twong ing. Bai toan dat ra d6 1a tim mot tip cac
du 4n dé trién khai sao cho d 1éch 16n nhét giira cac
chi phi dau tu 12 nho nhat. Martello er al. (1984) da
chira rang bai toan cé the giai quyet trong thoi gian
da thirc néu bai toan t6i wu c6 chai (bottleneck
optimization problem) tuong tmg c6 thé giai dugc
trong thoi gian da thirc.
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Mot tinh hudng thyc té khac d6 1a bai toan xép
ba 16 (knapsack problem). Cho truge n du an, moi
du 4n gin lién véi mot khoan loi nhudn va chi phi.
Cau hoi dat ra 1a, trong pham vi ngan quy cho trudc,
nén du tu vao nhitng dy 4n nao dé 1oi nhuén dat
duoc 1a 16n nhét. Bai toan nay dugc goi 1a bai toan
xép ba 16 {0, 1} (Pisinger et al., 2004).

Mic dii bai toan xép ba 16 {0, 1} va bai toan tdi
wu can bang 14 hai bai toan ndi tiéng trong linh vuc
t6i wu to hop va cau tric clia ching bang cach nay
hay cach khac lién quan mat thiét dén nhau nhung
dén gio mdi quan hé nay van chua dugc nghién ctru.

Bai bao nay xem xét mét bai toan véi mo hinh
¢6 dang t6 hop cua hai bai toan trén, goi 1a bai toan
can bang vdi rang bude xép ba 16. Vi du, xét mo hinh
dau tr gdm 7 dy an. Mdi du an dugc cho twong tmg
v6i mot mic loi nhudn @; va mot mirc chi phi dau
tu ¢, . Bai toan cin bang véi rang budc xép ba 16 s&
chi ra can dau tu vao nhirng du 4n nao dé muc chénh
léch 16n nhét giita cac chi phi dau tu 13 nho nhat
trong khi van gitr mirc tong loi nhuén tir cac dy 4n
dugc dau tu khong nhoé hon mét mire san dinh trude.
M5 hinh bai toan nay giip dam bao su cong bang
trong viéc gop vbn dau tu trong khi vin dam bao lgi
ich tong thé.

Bai béo duogc trinh bay thanh cac phan nhu sau:
phan 2 gi¢i thigu nhimg khéi ni¢m m¢ du va dinh
nghia cua bai toan xép ba 16 {0, 1} va bai toan t6i
wu can bang nham gitp doc gia ndm duoc md hinh
cua céc bai toan nay cling nhu y nghia lich s cia
chung; phan 3 1a két qua nghién ctru chinh cua bai
bao, trinh bay thuat toan quy hoach dong cho bai
toan can bang véi rang budc xép ba 16; & cudi phan
3, mot vi du sb dugc trinh bay nham minh hoa chi
tiét cho thuat toan; phé‘m cubi cung la két luan vé két
qué dat dugc trong bai bao va dé xuat mot sb hudng
nghién ciru tiép theo.

2 BAITOAN XEP BA LO {0, 1} VA BAI
TOAN CAN BANG

_ Trong phin ndy, mé hinh toan hoc cua bai toan
x€p ba 16 dang {0, 1} va bai toan t0i uu can bang
dugc gbi thi€u va lam 13 y nghia cla chung.

2.1 Bai toan xép ba 16 {0, 1}

Bai toan xép ba 16 (con dugc biét dén véi tén goi
bai toan cai tai) (knapsack problem) la mot bai toan
thudc linh vuc toi wu héa tb hop. Bai todn nay c6
nhiu phién ban nhung déu dé cap dén mot vain dé
chung d6 14 cAn chon nhimg mén dd nao dé xép vao
trong mot cai ba 16 co giéi han vé khéi luong dé
mang di sao cho mét ti€u chi nao do duoc téi uu
(nhu gia tri, nhu cau sir dung, ...). Bai toan xép ba
16 dang {0, 1} 14 bai toan xép ba 16 véi s6 lugng mdi
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dd vat 1a bang 1. Khi d6 mdi vat twong tng véi 1
néu dugc chon va twong ung véi 0 néu khong duge
chon.

Bai toan dugc phat biéu dang toan hoc nhu sau:
Giasurtacd n dovat: 1,2,..,n,mdi d6 vat I co mot

gid tri ¢; va mot khdi lugng a;. Khéi luong tdi da
ma ta c6 thé mang trong ba 16 12 5. Bai toan xép bald
{0,1} yéu cau chon ra mot so do vat tr 7 do vt sao
cho tong khdi lvong khong vuot qua mot khbi luong
cho trudgc, dat la b, va tong gia tri cia cac do vat

duoc chon 14 16n nhat.

Bai toan duoc phat biéu dudi dang sau:

Tim max{z c-},véi ScE, X a;2b.
i€S * ieS

Trong d6 E = {1,...,n} 1a tap hop tat ca cac do

vat ban dau, S 1 tap cac vat duoc chon.
2.2 Bai toan tdi wu cin bang

Chung ta hay bat diu véi mot tinh hudng nhu
sau: Gia sir rang mot dai 1y du lich & Hoa Ky dang
1én ké hoach dé t6 chirc mot chuong trinh gdm cac
chuyén du lich dén Chau Au. Mbi dai ly trong 7 dai
ly ¢ Chau Au déu @ nghi mot chuyen du lich dén
mdi nudc trong 7 nude. Mdi chuyén di duoc dé
nghi boi dai 1y 7 cho nudce j twong tng véi mot
khoang thoi gian da duoc 1én ké hoach trude. Luc
nay, dai Iy & Hoa Ky mong mudn dwa ra mot chwong
trinh cho 72 chuyén du lich theo cach nhu sau: mdi
chuyén di duoc dé nghi t&éi mot nude va duge chon
tr danh sach cac nude duge dé nghi tr cac dai 1y o
Chau Au. Bai toan dit ra 1 tim tap hop cac chuyén
di sao cho do chénh Iéch thoi gian cua chuyén di dai
nhét va chuyén di ngan nhét dugc cuc tiéu hoa. Piéu
nay 14 hoan toan can thiét vi dé dam bao su cong
bang vé lgi ich cta khach hang va han ché ti da su
so sanh khi lya chon chuyén di.

Xét mot mo hinh khac gdm 72 cong nhéan va n
cong viéc, trong d6 modi cong nhan duoc phan cong
dé hoan thanh mot cong viéc. Mot cau hoi duge dua
ra d6 14 phai phan céng cong viéc nhu thé nao dé
tong thoi gian hoan thanh tit ca cac cong viée 1a it
nhat. Tuy nhién, trong thuc té c6 mot van dé dit ra
13, néu mirc d chénh léch vé thoi gian hoan thanh
cong viée (do khdi lwong cong viée, 6 kho cong
viéc...) 1a qua 16n thi sy phan cong cua chung ta c6
vé khong cong bang dbi voi mot sé cong nhan. Vi
vay, mot cau héi khac duogc dat ra d6 1a lam sao dé
binh ddng hoa viéc phan cong.

Nhitng vi du néu trén vdi cau hdi phai phan cong
nhu thé nao chinh 13 bai toan gan (assignment
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problem), duoc nghién ciru va giai quyét boi thuat
toan Hungarian (Kuhn, 1955, 1956). Mot bai toan
gan tmg voi yéu cau dat duoc sy can bang nao dé
duoc goi 1a bai toan gan cin bang. Bai toan gan cin
bé‘mg chinh 12 mot dang déc biét ctia bai toan tdi uu
can bang.

Bai toan tdi wu can bang (balanced optimization
problem) lan dau tién dugc dé xuit boi Martello et
al. (1984). Céc tac gia da chi ra rang bai toan can
bang co thé gidi dugc trong thoi gian da thirc néu bai
toan tdi uu o chai twong tng co thé giai trong thoi
gian da thirc. Hon nira, cac tic gia con dé xuat mot
thuat giai cho bai toan gan can bang vai d6 phirc tap
o (n4 ) .

Mot cach tong quat, bai toan tdi wu cin bang d&
cap dén cac van dé c6 mo hinh nhu sau: Gia st ring
moi dbi twong dugc xem xét cua bai toan déu dugc
lién két vi mot chi phi cho trude. Chiing ta mong
mudn tim dugc mot phwong 4n chap nhan dugc sao
cho d6 chénh léch giita chi phi cao nhat va chi phi
thip nhét 1a bé nhét.

Ta phat biéu lai bai toan dudi dang toan hoc. Gia
su ta dugc cho trudc mot tap hitu han £, va cac chi

phi ¢;,i € E vaho F nhiing tip con ciia £ théa man

nhimg rang budc cho trude nao do. Bai toan t6i wu
can bang yéu cau tim mot phuong an chip nhan

duge S e F 1a nghiém ctia bai toan tbi wu:

min{max{ lES} {i:ieS}:SeF}.
3 BAI TOAN CAN BANG VOI RANG
BUQC XEP BA LO VA THUAT TOAN

Trong phan nay, bai toan tdi wu can bing véi
rang budc xép ba 16 duoc tap trung nghién ciru. Xét
mot bai toan cu thé véi md hinh dau tu kinh doanh
ddivéi n duy an cho trude. Dé dau tu vao mot dy an
nao d6, nha dau tu can bo ra mot muc chi phi goi 1a
vbn dau tu ban dau tuong Gng véi dy an d6. Bai toan
dit ra d6 1a can dau tu vao nhitng dy 4n nao sao cho
murc chénh 1éch 16n nhit gita cac chi phi ddu tu 1a
nho nhét, dong thoi, tong loi nhuan tir cac du 4n
duoc dau tu khong thfip hon mdt mirc 1gi nhuan da
1én ké hoach trude. Viée dé xuat mot phuwong an dau
tu nhu vy 1a can thiét nhim giam thiéu t6i da su
chénh léch trong viéc gop von dau tur vao cac du an
trong khi van dam bao lgi ich tong thé.

Cho mdét tdp neén la cac chi so

E:ﬁ@w

tap
n}, trong d6 mdi chi s6 ¢ duoc gin
twong g v&i mot chi phi khong &m ¢, va mot trong

56 (loi nhugn) khong Am a, . Mdi tap con khac rdng
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cia £ dugc goi la mot phuwong an. Trong bai toan
ti ru can bang, yeu cAu dit ra 1a tim mot phuong
an S, lam cuc tiéu hoa do 1éch 16n nhat cua cac chi
phi twong tng voi tap S,
J5) = ey — g

Mot phwong dn hitu hiéu 1a mot phuong an S
co téng lgi nhuén khong nho hon mét s6 cho trude
b, nghia 13, Tjes a; > b. Khi d6 bai toan xép ba 16
can bang {0, 1} c6 thé dwoc phat biéu: Tim mot
phicong én hitu hiéu S lam cuc tiéu héa ham f(S)
. Hay

min {f(S) :S CE, igS a; > b}

= maxc. — mln(‘
s v el

Phuong an 10 wu 1a nghiém cua bai todn xep ba
16 can bang {0, 1}, hay c6 thé noi phuong an t6i uu
la mot phuong an hitu hi¢u lam cuc tiéu ham £(S),

ky hiéu 1a S " R& rang, bai toan 1a v nghiém néu
YieE a; <b. Do do, tr day tré vé sau ta s& gia su
bai todn c6 nghi¢ém, nghia la, e a; > b. Hon thé
nita, khéng mét tinh téng quat, ta c6 thé gia sur ring
¢ <¢ <..< ¢,-Ménh dé sau day chi ra céu
trac dac biét cia mot 16p cac phuong an t6i vu.

M¢nh @ 2.1 Tén tai mot phuong 4n téi wu S
cua bai toan xép ba 16 can bang {0,1} sao cho néu
*

*
rnse€S ,r<s thi i€S v& moi ¢ thoa
r<i<s.
Chirng minh
7. * n
Cho truéc mot phuong an téi wu S , ta xdy

dung mdt phuong an
*
S'=8 U{ieF:r<i<s}.

Khi d6, phuong an S' 1a phuong an hitu higu.

*
Thatvay,vi S C S' nén
ZiGS'ai > ZiES* a;, = b.

Theo gia str, cac gia tri ¢; duogc sap xép theo thu

tw khéng giam nén
( ') = max' CZ - mln' C'l = maﬁ (’Z - ITllI}k C'l =
1€8 1€S icS icS

~ Vay §' cung la phuong an t6i wu cho bai toan
xép ba 16 can bang {0,1}. O
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Mot phuong an thoa diéu kién trong Ménh dé 2.1
duoc goi la phuong an day du, nghia la, trong
phuong 4n nay cac phén tir ¢6 cac gia tri tuong g
nam trong doan tir gié trj bé nhat den gié tri 16n nhat
déu duoc lwa chon. Vay 1 rang mdi phuong an day
du S sé twong ung v6i mot cap chi sé {r,s} duy
nhét sao cho § = {r,..., s} .

Cho truéc mot chi sé 7, 1< <n. Gois la chi
$6 nho nhit twong tng voi 7 sao cho Xj=p s a; >b
. Mot phuong an day di ing véi cap chi s6 {r, s}
nhu vay s& duoc goi 13 phuong dn day di t6i tiéu.
M¢énh d¢ sau day chi ra rang ton tai mét phuong an
toi vu la mot phuwong an day du toi ticu.

Ménh dé 2.2 Tdn tai mot phuong an tbi wu cua
bai toan xép ba 16 can bang {0,1} sao cho phuong
an d6 1a phuong 4n day du tdi tiéu.

Chirng minh

Goi S* = {r,..., s} 1a mot phwong 4n t&i wu day
du cua bai toan xép ba 16 can bang {0,1} va S '
khong 1a mot phuong an day du tbi tiéu. Ta s& chira
rang S " ¢6 thé thu hep thanh mot tip S' sao cho
S vira 1a mot phuong an tdi wu vira 1a mot phuong
an day du t6i tiéu. That vay, goi s' 1a chi s6 nho

, *

nhat sao cho ¥j=y  s'a; 2b, s'>7r .Do S khong

14 mot phuong an diy du ti tiéu nén s'<s. Khi
%k

=f(S ). Vay

s'} 1a mot phuong an day du téi tiéu va

do6, o rang f(S") = R N
S'i={r,..,
toivu. O

Ménh dé sau day chira rang cac phuwong an day
du toi tiéu duoc sap ‘thi tu’.

Ménh dé2.3 Cho S ={r,...s} va S'={r',..s'}
la cac phuong an day du téi tiéu sao cho
I1<r<r'<m.Khidos'>s.

Chirng minh
Chu ¥y rang S1a chi sé nho nhat sao cho

Yi=r,.sa; 2 b. Ta gid st phan ching rings'<s.

Khi do, Z a; 2 Z a;2b. Diéu nay mau thuan véi
i=r i=r'

tinh nho nhét cua chi sé 5. Ménh dé dugc chiig
minh. |

Trén co sé nhimg ménh dé vira duoc ching
minh, ching ta s€ xdy dung mot thuét toan dé giai
bai toan t6i wu can bang vdi rang bude xép ba 16.

Y twéng thuit toan:
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Cho bai toan xép ba 16 can bang {0, 1} véi gia

st Xi=l,.,na; 2b va (< <..<cp,. Vi mbi
chisb 7, 1<r<n, ta tim mot chi sb5 sao cho
S ={r,...,s} 1a mot phwong an day du ti tiéu. Sau
d6, v6imdi r'>r,tatimchisd s', s <s'<n sao
cho S'={r"...,s'} ciing la mot phuong an day du
t6i tiéu, .... Ctr tiép tuc nhu vay, ta s& tim duoc tat ca

cac phwong an day du tbi tiéu, S={r,...
S'={r,..s'},...
£(S) nho nhit trong s6 cic phuong an day du toi

S}’

Bang céch chon gia tri muc tiéu

tiéu, ta thu duoc gi tri t6i uru cla bai toan.

Thuit toan 2.4: Giai bai toan can bang {0,1}-
knapsack.

Input: Mot bai toan can bang {0,1}-knapsack

théa man %=1, . na; > b vatdp cic chiphi da duoc

Sép01§02§ ..§cn

Set s := 0, sum:=0, min := +oo, Sol := none .
For r=1 to n do
While sum <b and s <n do
s=s+1

sum = sum + aS

Endwhile
If sum>b do

If ¢, —c, <min do

min = CS - Cr

sol == {r,s}

Endif
Else

If s =n do break
Endif

sum = sum — ar

Endfor

Output: Mot gia tri can bé'lng t6i ru (min) va mot
cap chi so toi uu (Sol).

Do mdi budc cua thut toan ton thoi gian hang
nén d¢ phirc tap cua thuat toan 1a tuyén tinh. Viéc
sdp thr tu céc chi phi ¢, tén thoi gian O(nlog n)
(Hoare, 1962). Ta thu dugc két qua vé do phirc tap
cua Thuat toan 2.4 trong dinh li sau:
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Pinh li 2.5 Bai toan xép ba 16 {0, 1} can bang
duoc giai trong thoi gian O(nlogn) .

Vi du cu thé sau day nham minh hoa cho Thuét
toan 2.4.

Vi du 2.6 Cho dit liéu du vao nhu sau: (day ¢,
da duoc sap thir tyr)

clzl 02=3 c3=4 C4=6 05:8 c6=ll

a1=5 a2=2 a3=3 a4=5 a5:4 a6=6

Véi b=12 van=6.

Vi du s6 minh hoa cho thuat toan 2.4:

Input: Bai toan can bang {0,1}-knapsack thoa
man =] .ne; 2b va tap C; da duoc sép

01§02§...§cn.

Vonglap 1 (r=1)
(While)
Vi sum=0<b;s=0<n nén
s:=s5s+1=1;sum = sum + a; =5.
Vi sum=5<b;s=1<n nén
s=s+1=2;sum = sum + a, =17.
Vi sum=7<b;s=2<n nén
s:=85+1=3;5um = sum + ay =10.
Vi sum=10<b;s =3 <n nén
s=s+1=4;sum = sum+ay = 15.
(Endwhile)
(If)
Vi sum =15>b nén
Xet ¢g —c, =c4 —¢; =5<min
Thuyc hié€n: min =5 Sol == {1;4}.
(Endif)
sum = sum — a =10.
Vonglap2 (r=2)
(While)
Vi sum=10<b,s=4<n nén
s=s+1=25;sum = sum + as =14.

(Endwhile)
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(If)
Vi sum = 14>5 nén
Xét cg —c, =c5—cy=5= min

(Piéu kién khong thoa man, thuat toan chuyén
deén budc tiep theo)

(Endif)

sum = sum—a, = 12.

Vong lap 3 (r=3)

Vi sum=12=>b nén 1énh While khong
update gia tri moi.
(If)
Vi sum =12 =5 nén
Xét cg —c, = c5 —c3 =4 <min
Thuc hién: min := 4; Sol := {3;5}.
(Endif)
sum = sum—a, =9.
Vong lap4 (r=4)
(While)
Vi sum=9<b,s=5<n nén

s:=s+1:6;sum::sum+a6 =15.

(Endwhile)
If)
Vi sum =15 > bnén
X8t ¢y —¢, =cg —cy =5>min
) (Diéu kién khong thoa man, thuat toan chuyén
dén budc tiép theo)
(Endif)

Sum = sum—a, = 10.

Vonglap 5 (r=5)
Vi § = n nén 1énh While khong cap nhat gia
tri moi.
(If)

Vi sum=10<bva §=n nén thuit toan
khong cép nhat gia tri mai va dung lai.

(Endif)
Ouput: min =4 va Sol ={3,5}.
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Vay gia muc tiéu toi wu cta bai toan t6i wu can

bang voi dit liéu cho trong Vi du 2.6 1a min = 4 ung
, %

véi phuong an téi wu S = {3,4,5} .

4 KET LUAN

Trong bai bao ndy, nghién ctru Bai toan t6i uu
can bang vai rang budc co6 dang xép ba 16 cho thay
bai toan c6 thé giai trong thoi gian O(nlogn) do
tac dong cua viéc sap thi tw céc chi phi. Mot cau hoi
tha vi dugc dat ra d6 1a liéu ta c6 thé cai thién do
phtrc tap cua thuat toan ve thoi gian tuyén tinh, tirc
1a giai bai toan ma khong thong qua viéc sap thir tu.
Hon the nita, cac ki thuat chitng minh trong bai bao
¢6 tiém nang dugc tiep tuc nghién ctu, phat trién,
mo rong va bo sung,... d€ giai quyét nhitng bai toan
toi vu can bang khac, vi du, bai toan gan can bang,
bai toan cay bao trum cén bang, bai toan ngugc cua
bai toan toi uu can bang.
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